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Введение 
 

В учебном пособии представлен и переосмыслен опыт мето-

дических подходов. Большую помощь данное пособие может 

оказать студентам-заочникам при выполнении домашних заданий 

и студентам очного отделения на практических занятиях и при 

выполнении типовых расчетов. 

В начале каждого параграфа пособия приводится необходи-

мый теоретический минимум и подробно разъясняется его ис-

пользование на большом количестве примеров и задач различной 

трудности, методы их решения по мере возможности системати-

зированы. 

После каждого параграфа приводятся примеры для самостоя-

тельного решения и варианты контрольных работ. 

В конце данного пособия предложен типовой расчет необхо-

димый для успешного усвоения рассматриваемых в пособии 

примеров и задач. 

Пособие построено в соответствие с авторской и рабочей 

программой по курсу «Высшая математика».  

Учебное пособие предназначено для студентов гуманитарно-

го образования различных специальностей и всех форм обучения. 

В пособии даны теоретические сведения, разобраны примеры, а 

также задания для самостоятельного решения, контрольные и ти-

повые расчеты.  

Данное учебное пособие может быть использовано студента-

ми всех специальностей как дневной, так и заочной форм обуче-

ния.  
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§ 1. Понятие функции 
 

Совокупность рациональных и иррациональных чисел обра-

зует множество действительных, или вещественных чисел. 

Абсолютной величиной действительного числа a называется 

неотрицательное число |a|, определяемое условиями: 
 

|a| = { 
 а, если а ≥ 0  

(1.1) –a, если а ≤ 0 

 

Для любых действительных чисел справедливы следующие 

соотношения: 

 

|a + b| ≤ |a|+|b|,         (1.2) 

|a – b| ≥ |a| – |b|,        (1.3) 

|ab| = |a| • |b|,        (1.4) 

|a/b| = |a| / |b|.        (1.5) 

 

Если |a| ≤ |b|, то – b ≤ a ≤ b. 

Переменная величина y называется функцией независи-

мой переменой величины (аргумента) х на множестве М, если 

каждому значению х из множества М поставлено в соответст-

вие одно определенное значение y. Если y есть функция от х, то 

пишут у = f(x),или у = F(x), или y = φ(x) и т. д. Символом f(a) обо-

значают частное значение функции y = f(x), т. е. то значение, ко-

торое принимает функция y = f(x) при x = a. 

Множество М называется областью определения функции. 

Очень часто при задании функции аналитическим выражением  

y = f(x) область определения этой функции не указывается. В та-

ком случае под областью определения функции понимают об-

ласть существования аналитического выражения y = f(x), т. е. 

множество значений аргумента х, для которых аналитическое вы-

ражение y = f(x) имеет определенное, конечное значение. 
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Условимся о следующих терминологиях: 

1) интервалом (a; b) называется множество чисел х, удовле-

творяющих неравенствам a ≤ x ≤b; 

2) закрытым интервалом, отрезком [a, b], называется мно-

жество чисел х, удовлетворяющих неравенствам a < x ≤ b, или  

a ≤ x < b; 

3) полуоткрытым интервалом (a, b], или [a, b) называется 

множество чисел х, удовлетворяющих неравенствам a < x ≤ b, 

или a ≤ x < b; 

4) бесконечным интервалом (–∞, a), (–∞, a], (b, +∞), [b +∞), 

(-∞,+∞) называется множество чисел х, удовлетворяющих нера-

венствам –∞<x<a, –∞<x≤a, b<x<+∞, b≤x<+∞, –∞<x<+∞. 

Для основных элементарных функций имеем: 

 

Элементарная функция Область определения 

Pn()=anx
n
+an-1x

n-1
+...+a1x+a0 (n –

натуральное число) 
(-∞,+∞) 

       2n
√  x 

 

[0, +∞) 

  2n+1
√  x 

 

(-∞,+∞) 

lg x (0,+∞) 

a
x
 (-∞,+∞) 

sin x (-∞,+∞) 

cos x (-∞,+∞) 

tg x 
((2n-1)π/2 ; (2n+1)π/2), где  n=0; 

±1; ±2; ... 

ctg x (nπ ; (n+1)π) , где  n=0; ±1; ±2; ... 

arcsin x [-1;1] 

arccos x [-1;1] 

arctg x (-∞,+∞) 

arcctg x (-∞,+∞) 

(Графики этих функций будут рассматриваться в § 4.) 
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Если уравнение y = f(x) может быть однозначно разрешено 

относительно переменой x, т. е. существует функция x = φ(y) та-

кая что f [φ(y)] ≡ y, то функция x = φ(y) называется обратной по 

отношению к функции y = f(x). 

Функция у от х называется сложной функцией, если она зада-

на цепью равенств y = f(u) где u = φ(x) и т. п. 

 

ПРИМЕР 1. Найти f(0), f(–x), f(1 / x), 1 / f(x), если  f(x) = x
21  

Решение: 

f(0) = 1101 2   

f(–x) = xx 22
1)(1   

f(
x

1
) = 

x

x

x

x

x

2

2

22
11

)
1

(1





  

ПРИМЕР 2. Показать, что f(x) + f(y) = f(x + y / 1 + xy), если 

f(x) = lg(1 + x/1 – x). 

Решение: найдем f(y) и f(x+y/1+xy): 

f(y) = lg (1 + y/1– y); 

f( 
x+y 

) = lg 

1 + 
x + y 

=lg 
1 + x + y + xy 1 + xy 

1+xy 
1 –  

x + y 1 – x – y + xy 

1 + xy 

Далее найдем f(x) + f(y): 

f(x) + f(y) = lg(1 + x / 1 – x) + lg(1 + y / 1 – y) = lg (1 + x / 1 – 

– x) • (1 + y / 1 – y) = lg(1 + x + y + xy / 1 – x – y + xy). 

Сравнивая выражения, полученные для f(x) + f(y) и f(x+y/1 +  

+ xy), видим, что действительно f(x)+f(y)=f(x+y/1+xy). 

ПРИМЕР 3. Найти область определения функции  

y =        . 

Решение: выражение x
2 

+2 при любом значении x положи-

тельно, а поэтому извлечение корня квадратного возможно при 
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любом значении x. Следовательно, областью определения данной 

функции будет вся числовая ось (–∞,+∞). 

ПРИМЕР 4. Найти область определения функции  

y = lg sin(x – 3). 

Решение. Чтобы логарифм имел смысл, должно выполняться 

неравенство sin(x – 3)>0. Синус положителен в I и II четвертях и 

имеет период 2π. Поэтому последнее неравенство может быть за-

писано в виде. 

2nπ < x – 3 < (2n + 1)π, где n=0; ± 1; ± 2;… 

или 

2nπ + 3< x <(2n + 1)π + 3, где n=0; ± 1; ± 2;… 

Следовательно, областью определения данной функции бу-

дет совокупность интервалов 

(2nπ +3; (2n + 1)π + 3), где n = 0; ± 1; ± 2;… 

ПРИМЕР 5. Найти область определения функции

).32lg(
2

1
3 


 x
x

xy  

Решение. Найдем область определения каждого слагаемого в 

отдельности. Общая часть этих областей определения будет об-

ластью определения данной функции. 

Первое слагаемое определено на бесконечном интервале  

[0; +∞). Для второго слагаемого необходимо выполнение нера-

венства x – 2 ≠ 0 или x ≠ 2. Следовательно, оно определено на со-

вокупности двух бесконечных интервалов (–∞; 2), (2; +∞). Для 

третьего слагаемого необходимо выполнение неравенства  

2x – 3 > 0, или x > 2/3; его область определения – бесконечный 

интервал (2/3; +∞). 

Сравнивая результаты, видим, что общей частью трех облас-

тей определения будет совокупность интервалов (3/2; 2), (2; +∞). 
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ПРИМЕР 6. Найти функцию, обратную функции y = 2x – 4. 

Решение. Разрешим уравнение относительно x. 

x = (y + 4) / 2 

Полученная функция и будет обратной по отношению к дан-

ной, так как при замене x в функции y = 2x – 4 на (y + 4) / 2 полу-

чаем y. Действительно, 2 • (y + 4/2) – 4 = y + 4 – 4 = y. 

 

Контрольная работа 

 

1. Найти φ(x) =1/2[f(x)+f(-x)], если f(x) = 2x
4
 – 3x

3
 – 5x

2 
+ 6x – 

– 10. 

2. Найти f(-2), f(-1), f(0), f(3), если f(x) = x
3
 – 2x

2 
+ 6x – 7. 

3. Найти f(0), f(-x), f(x+1), f(x)+1, f(1/x), 1/f(x), если f(x) = 1 – 

– x/1+x. 

4. Найти f(1/10), f(1), f(10), если f(x)= arccos(lg x). 

5. Найти f(x), если f(x+1) = x
2
 – 3x+2. 

6. Показать что f(x+3) – 3 f(x + 2) + 3f(x + 1) – f(x)≡0, если 

f(x)= ax
2 
+ bx + c. 

7. Показать что f(x + y) + f(x – y)=2 f(x) f(y), если f(x) = 1/2 

(a
x
+a

-x
) (a>0). 

8. Найти φ[ψ(x)], если φ(x) = x
2
 и ψ(x)=2

x
 . 

9. Для функции y = 2x + 3 найти обратную функцию. Какова 

область определения обратной функции? 

10. Для функции y = lg(x/2) найти обратную функцию. Како-

ва область определения обратной функции? 
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§ 2. Числовая последовательность и ее предел 
 

Функция f(x) называется функцией целочисленного аргумен-

та, если множество значений x, для которого она определена, яв-

ляется множеством всех натуральных чисел 1, 2, 3, … Примером 

функции целочисленного аргумента может служить сумма n пер-

вых чисел натурального ряда. В данном случае f(n) = 

1+2+3...+n=
2

)1( nn
. 

Числовой последовательностью называется бесконечное 

множество чисел 

 

     a1, a2, a3, … an …,    (2.1) 

 

следующих одно за другим в определенном порядке и после-

довательных по определенному закону, с помощью которого an 

задается как функция целочисленного аргумента n, т. е. f(n) = an. 

Часто последовательность задают, выражая ее общий член 

явно через номер n, например: 

 

Общий член Последовательность 

n
an

1
  1,

2

1
,

3

1
,

4

1
,…,

n

1
,… 

n

n

na
)1(

1




  1,
2

1
 ,

3

1
,

4

1
 ,…,

n

n
)1(

1




,… 

1

n

n
na  

2

1
,

3

2
,

4

3
,…,

1n

n
,… 

 

Число А называется пределом последовательности (1), если 

для любого ε>0 существует число N = N(ε), такое, что при 
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n > N(ε) выполняется неравенство |an – А|< ε. Если число А есть 

предел последовательности (1), то пишут .аlim n
n

А
  

Числовая последовательность не может иметь более одного 

предела. Последовательность, имеющая предел, называется схо-

дящейся. 

Для сходящихся последовательностей имеют место теоремы: 

baba n
x

n
x

nn
x

limlimlim










 

baba n
nnn

nnn
limlimlim *)(





 

b

a

b
a

n
n

n
n

n

n

n lim

lim
lim






 

ПРИМЕР 7. Найти общий член последовательности 1, 4, 9, 

16, 25, … 

Решение. Нетрудно видеть, что a1 = 1 = 1
2
, a2 = 4 = 2

2
, a3 = 9 =  

= 3
2
, a4 = 25 = 5

2
 и т. п. 

Следовательно, an = n
2
. 

ПРИМЕР 8. Найти общий член последовательности 1,
3

1
 , 

5

1
,

7

1
 , 

9

1
, … 

Решение. Нетрудно видеть, что |a1|= |1| = 1 = 
1

1
 , |a2|= |

3

1
 |= 

– (
3

1
 )= =

3

1
=

12

1


, |a3|=|

5

1
|=

5

1
= 

12*2

1


,  |a4|=|

7

1
 |=

7

1
=

13*2

1


 и т. д. 

по формуле (2.1). 
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Следовательно, |an|=
1)1(*2

1

n
=

122

1

n
=

122

1

n
=

12

1

n
, так как 

a1>0 a2<0 a3>0 a4<0 и т. д. получаем: |an|=
12

)1(
1






n

n

. 

ПРИМЕР 9. Доказать, что последовательность с общим чле-

ном an = 
n

2

1
  имеет предел равный нулю. 

Решение. Запишем ряд членов последовательности 

1, 
4

1
, 

9

1
, 

16

1
, 

25

1
, 

36

1
, 

49

1
, 

64

1
, … и положим ε = 

10

1
. Для всех 

членов данной последовательности, начиная с четвертого, вы-

полняется неравенство |an – 0|=|an|<
10

1
. 

Действительно, |
16

1
 – 0| = |

16

1
|= 

16

1
<

10

1
,  |

25

1
 – 0| = |

25

1
| = 

= 
25

1
<

10

1
, и т. д. 

В данном случае N (см. определение предела последователь-

ности) можно принять равным трем (или любому числу, больше 

трех). Если порядковый номер члена последовательности n 

больше трех, то выполняется неравенство |an – 0|=|an|<
10

1
. 

Положим теперь ε = 
40

1
. Ясно, что для всех членов последо-

вательности, начиная с седьмого |an – 0|=|an|<
40

1
. 

Теперь за N можно принять шесть (или любое число, большее 

шести). Если ε = 
100

1
, то N ≥ 10 и т. д. 

В данном случае можно найти общее выражение для числа N 

в зависимости от ε. Общий член данной последовательности  

an = 
n

2

1
. Задавшись произвольным положительным числом ε, мы 
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должны в соответствии с определением предела потребовать, 

чтобы при n > N выполнялось неравенство |
n

2

1
 – 0|< ε, или 

n
2

1
< ε. 

Решая неравенство относительно n, получаем n > 


1
. Итак, 

за N можно принять число 


1
 (или любое большое число). Таким 

образом, мы показали, что для любого ε > 0 существует такое  

N =


1
, что при n > N = 



1
 выполняется неравенство |

n
2

1
–0| < ε,  

а это доказывает, что пределом последовательности является нуль. 

Отметим, что в этой задаче члены последовательности при-

ближались к своему пределу, оставаясь больше этого предела, 

как говорят, справа. 

ПРИМЕР 10. Доказать, что последовательность с общим 

членом an=2 – 
3

1
n  имеет предел равный двум. 

Решение. Запишем ряд членов последовательности  

3

2
1 ,

9

8
1 ,

27

26
1 ,

81

80
1 , … 

Рассуждая как в предыдущем случае, можно показать, что 

если ε = 
10

1
, то N ≥ 2; 

если ε = 
100

1
, то N ≥ 4 и т. д. 

Найдем общее выражение для числа N в зависимости от ε. 

Общий член данной последовательности an = 2 – 
3

1
n . Для любого 

n > N имеем неравенство |2 – 
3

1
n  – 2| < ε, или 

3

1
n

 
< ε. 
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Решая которое относительно n, получаем n > 
3lg

lg
 . 

Итак, за N можно принять 
3lg

lg
  (или любое большее число). 

Таким образом, для любого ε > 0 существует такое N = 
3lg

lg
 , что 

при n > N=
3lg

lg
  выполняется неравенство |2 – 

3

1
n  – 2| < ε, а это и 

доказывает, что пределом последовательности является число 2. 

Отметим, что в этой задаче члены последовательности при-

ближались к своему пределу, оставаясь меньше этого предела, 

как говорят, слева. 

ПРИМЕР 11. Доказать, что последовательность с общим 

членом an=
n

n
)1(

1




 имеет предел равный нулю. 

Решение. Запишем ряд членов последовательности 

1,
2

1
 ,

3

1
,

4

1
 , 

5

1
,

6

1
 , ... 

Найдем выражения для числа N в зависимости от ε. Для лю-

бого n > N имеем |
n

n
)1(

1




 – 0| < ε, или 
n

1

 
< ε. Решая неравенство 

относительно n, получаем n > 


1
. Итак, за N можно принять число 



1

 
(или любое большее число). 

Таким образом, для любого ε > 0 существует такое N = 


1
, 

что при n > N = 


1
 выполняется неравенство |

n

n
)1(

1




 – 0| < ε. Это 

значит, что пределом данной последовательности является число 

нуль. 

В данной задаче члены последовательности приближались к 

своему пределу, становясь то больше, то меньше этого предела. 
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ПРИМЕР 12. Найти предел последовательности с общим 

числом an = 
12

235
2

2





nn

nn
. 

Решение. В этой задаче требуется найти 
12

235
lim 2

2





 nn

nn

n
, по-

делив почленно числитель и знаменатель на n
2
. Тогда 

12

235
lim 2

2





 nn

nn

n  
= 

nn

nn

n
2

2

11
2

23
5

lim




 . 

Теперь общий член последовательности можно считать полу-

ченным в результате суммирования, вычитания и деления общих 

членов последовательностей an=5, an= 
n

3
, an=

n
2

2
, an=2, an=

n

1
, an=

n
2

1
. 

Так как пределы последовательностей an= 
n

3
, an=

n
2

2
, an=

n

1
 и  

an=
n

2

1
 равны нулю, а пределы последовательностей an = 5 и an = 2 

равны соответственно 5 и 2, т. е. все эти последовательности схо-

дятся, то  

1) по формуле (2.1): 

)
23

5(lim 2
nnn


  

= lim
n

5 + lim
n n

3
 + 

nn 2

2
lim


 = 5; 

)
11

2(lim 2
nnn


  

= 2lim
n

 - 
nn

1
lim


 + 
nn 2

1
lim


 = 2; 

2) 

nn

nn

n
2

2

11
2

23
5

lim






 

= 
)

11
2(lim

)
23

5(lim

2

2

nnn

nnn







 = 
2

5
. 

Итак, предел данной последовательности равен 
2

5
. 

ПРИМЕР 13. Найти предел последовательности с общим 

членом an=
!)!1(

!

nn

n


. 
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Символом n! (читается эн факториал) обозначают для крат-

кости произведение n первых чисел натурального ряда. Поэтому 

n! = 1*2*3*4*5…*n, а (n+1)! = 1*2*3...n*(n+1). Очевидно, что 

(n+1)! = n!(n+1). Тогда
!)!1(

!
lim

nn

n

n 
=

!)1(!

!
lim

nnn

n

n 
= 

=
)11(!

!
lim

 nn

n

n
=

nn

1
lim


 = 0. 

 

Контрольная работа 
 

1. Найти общий член последовательности 0, 
3

1
, 

4

2
, 

5

3
, 

6

4
, 

7

5
, 

8

6
… 

2. Найти общий член последовательности 
2

1
, 

4

1
 , 

8

1
, 

16

1
 , 

32

1
, …  

3. Доказать, что 
nn 4

2
lim
  

= 0. 

4. Доказать что )
2

1
1(lim nn


  
= 1. 

5. Доказать что 
5

)1(
lim n

n

n



  
= 0. 

6. Найти предел последовательности с общим членом an=

15

13





n

n
. 

7. Найти предел последовательности с общим членом an=

nn

nn

15100

1100
3

23




. 

8. Найти предел последовательности с общим членом an=

n

nnn
3

)3)(2)(1( 
. 

Указание: учесть, что  
n

nnn
3

)3)(2)(1( 
=

n

n )1( 
*

n

n )2( 
*

n

n )3( 
. 

9. Найти предел последовательности с общим членом an=

n

nn

2

)2)(1(
2


. 

10. Найти предел последовательности с общим членом an=

)!3(

)!2()!1(





n

nn
. 
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§ 3. Предел функции 
 

1. Определение предела функции.  

Число А называется пределом функции y = f(x) при x стре-

мящемся к а, если для любого ε > 0 существует число δ(ε) > 0 

такое, что при 0 < |x – a| < δ(ε) выполняется неравенство |f(x) – 

A|< ε. В этом случае пишут Axf
ax




)(lim . 

Аналогично, числом А называется пределом функции y = f(x) 

при x стремящемся к ∞, если для любого ε > 0 существует число 

M(ε) > 0 такое, что при |x| > M(ε) выполняется неравенство  

|f(x) – A|< ε. Axf
x




)(lim  

ПРИМЕР 14. Доказать, исходя из определения предела, что 

4lim
2

2 


x
x

. 

Решение. Пусть ε – любое положительное число. Требуется 

доказать, что можно подобрать такое δ > 0, что для всех x, удов-

летворяющих неравенству |x – 2| < δ, будет выполняться нера-

венство |x
2
 – 4| < ε. 

Если |x – 2|< δ, то |x+2| =|x – 2 + 4| ≤ |x – 2| + 4 < δ+4 и |x
2
 – 

4| = |x – 2||x + 2| < δ(δ + 4). 

Для выполнения неравенства |x
2
 – 4| < ε достаточно потребо-

вать, чтобы δ(δ + 4) = ε, т. е. δ
2 
+ 4δ – ε = 0, откуда   42

(второй корень   42  отбрасывается так как δ должно 

быть положительным). 

Таким образом, для любого ε найдется такое δ, что из нера-

венства |x – 2| < δ следует неравенство |x
2
 – 4| < ε, т. е. 4lim

2

2 


x
x

 

ПРИМЕР 15. Доказать, исходя из определения предела, что 

1
1

lim 2

2


 x

x

x
. 

Решение. Пусть ε – любое положительное число. Требуется 

доказать, что можно подобрать такое M > 0, что для всех x, удов-
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летворяющих неравенству |x| > M, будет выполняться неравенст-

во 


1
12

2

x

x

.
 

Если |x| > M, то x
2 
> M

2
 и 

MMxx

x
2222

2 1

1

1

1

1
1

1









. 

Следовательно, для выполнения неравенства 


1
12

2

x

x
 

достаточно найти M из условия 
M

2

1
= , т. е. M = 



1
. Итак, для 

любого   найдено такое M, что из неравенства |x| > M следует 

неравенство 


1
12

2

x

x , т. е. доказано, что 1
1

lim 2

2


 x

x

x
. 

2. Основные теоремы о пределах функции. При вычисле-

нии пределов функций необходимо знать следующие теоремы: 

CC
ax




lim , где С – постоянная;      (3.1) 

)(lim)(lim xfCxCf
axax 

 , где С – постоянная;   (3.2) 

Если )(lim xf
ax

 и  )(lim x
ax




 существует, то  




)]()([lim xxf
ax

 )(lim xf
ax

± )(lim x
ax




      (3.3) 

)(*)(lim xxf
ax




= )(lim xf
ax

* )(lim x
ax




      (3.4) 

)(lim

)(lim

)(

)(
lim x

xf

x

xf

ax

ax

ax 






 , если )(lim x
ax




≠0      (3.5) 

 )(
)(

lim xf
x

ax





= )( lim
lim

)(
xf

x

ax

ax






       (3.6) 

Кроме того, мы будем пользоваться тем, что для всех основ-

ных элементарных функций в любой точке их области определе-

ния имеет место равенство: 

)(lim xf
ax

= )lim( xf
ax

       (3.7) 
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ПРИМЕР 16. Найти  )765(lim
2

1





xx

x

. 

Решение. Из формул (3.2), (3.4), (3.1) и (3.3) следует, что  

x

x

25lim
1

= 5 x

x

2

lim
1

=5* x

x

lim
1

* x

x

lim
1

=5*1*1 = 5; 

x

x

6lim
1

= 6* x

x

lim
1

 = 6*1= 6 и 7lim
1x

=7; 

)765(lim
2

1





xx

x

 = 5-6+7=6. 

ПРИМЕР 17. Найти 
12

1
lim

2

2

0 



 xx

x

x
. 

Решение. Используем формулы (3.4), (3.3) и (3.5) 

1lim 2

0



x

x
 = –1; 12lim 2

0



xx

x
 = –1 ≠ 0;  

12

1
lim

2

2

0 



 xx

x

x
 = 

12lim

1lim

2

2

0

0









xx

x

x

x
 = 

1

1





 
= 1. 

ПРИМЕР 18. Найти )3(lim
2

0
x x

x
. 

Решение. Так как x
x

3lim
2  

= 6 и x
x

2lim
2

 = 4,  то используя фор-

мулу (2.6), получим )3(lim
2

0
x x

x
=6

4
=1296 

ПРИМЕР 19. Найти x

x

sinlim

2




 

Решение. По формуле (3.7) имеем  

x

x

sinlim

2




 = sin( x

x

lim

2




) = 
2

sin


 = 1 

 

Контрольная работа  

 

1. 
1

3
lim

24

2

3 



 xx

x

x

   6. )(
2

8

1
lim

2

2 x

x

x
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2. 
1

22
lim

2

2

1 



 x

xx

x
   7. x

x
lglim

1
 

3. 
104

3
lim

3

2

0 



 xx

xx

x
  8. 

tgx

x

lim

4




 

4. 
73

5
lim

22 



 xx

x

x
   9. x

x

arcsinlim

4

1


 

5. )2(lim
2 lg

1
x

x

x
   10. arctgx

x

lim

3

3


 

 

Замечание. Как показывают решения приведенных задач, в 

простейших случаях нахождение предела сводиться к подстанов-

ке в данное выражение предельного значения аргумента. Часто, 

однако, приходится, прежде чем перейти к пределу, проводить 

преобразования данного выражения. 

В следующих задачах показывается, какими приемами обыч-

но пользуются при таких преобразованиях. 

ПРИМЕР 20. Найти 
xx

xx

x 2

65
lim

2

2

2 




. 

Решение. Прежде всего отметим, что для решения этой зада-

чи пользоваться формулой (3.5) данного параграфа нельзя, так 

как предел знаменателя равен нулю xx
x

2lim 2

2



= 4 – 4 = 0. 

Непосредственная же подстановка в данное выражение пре-

дельного значения аргумента приводит к неопределенному вы-

ражению вида 
0

0
 

0

0

44

6104

2*22

62*52
2

2










. 

Следовательно, прежде чем перейти к пределу необходимо 

данное выражение преобразовать. Числитель и знаменатель дан-

ной дроби при х = 2 обращаются в нуль, поэтому многочлены 
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652  xx  и xx 22   делятся без остатка на бином x – 2 (Теорема 

Безу). Следовательно: 

x

x

xx

xx

xx

xx

xxx

3
lim

)2(

)3)(2(
lim

2

65
lim

222 2

2 












. 

Теперь (в результате непосредственной подстановки в полу-

ченное выражение предельно значения аргумента) получаем 

xx

xx

x 2

65
lim

2

2

2 




=

x

x

x

3
lim

2




 = 

2

1
 . 

ПРИМЕР 21. Найти
x

x

x 2

2 11
lim

0




 

Решение. Здесь также имеем неопределенность вида 
0

0
; что-

бы ее раскрыть, умножаем числитель и знаменатель на выраже-

ние, сопряженное числителю. После этого можно будет сокра-

тить на х
2
 и воспользоваться теоремой о пределе дроби 

x

x

x 2

2 11
lim

0




 = 

)11(

11
lim

22

2

0 




xx

x

x
= 

)11(
lim

22

2

0 
xx

x

x
=

11

1
lim

20 
x

x
 = 

11

1


=

2

1
. 

ПРИМЕР 22. Найти 
x

x

x 2

2 11
lim

3

0




 

Решение. Умножаем числитель на такой множитель, чтобы 

получить разность кубов, т. е. 1)1( 3
3

3 2 x = 11 2  x . Вспомним, что  

a
3 

– b
3 

= (a – b)(a
2 

+ ab + b
2
). Приняв разность 113 2  x  за раз-

ность оснований, замечаем, что ее надо домножить на неполный 

квадрат суммы, т. е. на 11)1(
33 2 2

2
 xx . На этот множитель 

нужно домножить и знаменатель: 

x

x

x 2

2 11
lim

3

0



  
= 

]11)1([

]11)1()[11(
lim

33 2

33 23

22

22

2

2

0 




xxx

xxx

x

 

= 
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=
]11)1([

11
lim

33 2 22

2

20 




xxx

x

x
 =

]11)1([
lim

33 2 22

2

20 


xxx

x

x
=  

=
11)1(

1
lim

33 2 2
20 


xx

x
=

111

1


=

3

1

.
 

ПРИМЕР 23. Найти 
10

2
lim

2

2





 x

xx

x
 

Решение. В данном случае имеем неопределенность вида 



. 

В подобного рода примерах числитель и знаменатель делят по-

членно на x
n
, где n – степень многочлена в знаменателе. 

Разделим числитель и знаменатель на x
2
: 

10

2
lim

2

2





 x

xx

x
=

x

x
x

2

10
1

1
2

lim





 = 2, так как 0

1
lim 

 xx
, и 0

10
lim

2


 xx
. 

 

Контрольная работа 

 

1. 
23

1
lim

2

2

1 



 xx

x

x
  17. 

3

3
lim

33

0

xx

x




 

2. 
5

25
lim

2

5 



 x

x

x
   18. 

2

8
lim

38 



 x

x

x
 

3. 
2012

65
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
  19. 

32

31
lim

8 x

x

x 




 

4. 
33

122
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
 20. 

32

3
lim

1 x

x

x 




 

5. 
1

3322
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
 21. )11(lim

33 2323 


xxxx
x

 

6. 
18218

935
lim

23

23

3 



 xxx

xxx

x
 22. |)1()1(|lim

33 22 


xx
x

 

7. 
xx

xx

x 34

34

2
lim

0 




  23. 

32

31
lim





 x

x

x
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8. 
ax

axax

ax 32

2 )1(
lim






  24. 

132

)1(
lim

3

2





 xx

x

x
 

9. )
1

2

1

1
(lim

21 xxx 



   25. 

xx

x

x 601,0

510
lim

2 




 

10. 
x

xx

x





11
lim

0
  26. 

73

255
lim

2





 x

xx

x
 

11. 
416

11
lim

2

2

0 




x

x

x
   27. 

10

25
lim

10

3





 x

xx

x
 

12. 
h

xhx

h




lim

0
   28. 

3
9

lim
3 
x

x

x
 

13. 11lim 22 


xx
x

  29. 
1

432
lim

4

2






x

xx

x
 

14. xx
x




1lim 2    30. 
1

1
lim

3 2





 x

x

x
 

15. )1(lim 2 xxx
x




   

16. 
x

xx

x

33 11
lim

0




 

 

 

3. Два замечательных предела. При вычислении пределов 

трансцендентных функций часто используются формулы: 

 

1
sin

lim
0


 a

a

a
.     (3.8) 

e


)1(lim
1

0
 


.     (3.9) 

 

ПРИМЕР 24. Найти 
x

x

x

2sin
lim

0
 

Решение. При x → 0 α = 2x также стремиться к нулю, поэто-

му, умножая числитель и знаменатель на 2 и применяя формулу 

(3.8), получим 

x

x

x

2sin
lim

0  
= 

x

x

x 2

2sin2
lim

0  
= 

x

x

x 2

2sin
lim2

0  
= 2*1=2. 
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ПРИМЕР 25. Найти 
x

x
x

1
sinlim


 

Решение. 
x

x
x

1
sinlim


= 1

1

1
sin

lim 


x

x
x

, 

согласно формуле (3.8), так как α=
x

1
→0 при x→∞. 

ПРИМЕР 26. Найти )1(lim
0

tgx ctgx
x




 

Решение. Так как ctg x = 
tgx

1
, то  

)1(lim
0

tgx ctgx
x




= )1(lim
1

0
tgx tgx

x



=е. 

согласно формуле (3.9), так как α = tgx → 0 при x → 0. 

ПРИМЕР 27. Найти )
1

1
(lim





 x

x x

x
. 

Решение. В этой задаче предел основания равен 1 (разделите 

числитель и знаменатель на x), а показатель степени стремиться к 

бесконечности; имеем неопределенность вида 1
∞ 

(иногда говорят 

неопределенность типа е). 

Для того чтобы раскрыть эту неопределенность, представля-

ем основание степени в виде 1 + α, а в показателе выделяем мно-

житель


1
: 

)
1

1
(lim





 x

x x

x
= )1

1

1
1(lim 






 x

x x

x
= )

1

2
1(lim




 x

x

x
= )

1

2
1(lim 2

1

1

2









 x

x

x

x

x
=




















 


)

1

2
1(lim 2

1 1

2

x

x x

x

x
=






















 

)
1

2
1(lim

lim

2

1 1

2

xx

x x

x

x

=e
x

x 1
1

2
lim

 = e2 . 

Переходя к пределу в квадратной скобке, получили число е, 

согласно формуле (3.9), так как α = 
1

2

x  
→ 0 при x → ∞. 

ПРИМЕР 28. Найти )31(lim 2
2

0
xtg

xctg

x



. 
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Решение. Так как ctg x = 
tgx

1
, то 

)31(lim 2
2

0
xtg

xctg

x



= )31(lim 2

1

0
2xtg xtgx




= )31(lim 2
3

3

0
2xtg xtgx




=












)3 21(lim 3

1
3

0
2xtg xtgx

= e
3
 

 

Контрольная работа 

 

1. 
x

x

x 3

5sin
lim

0
.   2. 

xtg

x

x 

sin
lim

0
. 

3. 
x

x
x 3

2
sin)3(lim

0



.   4. ctgxx

x



lim

0
. 

5. 
x

x

x 



sin

sin
lim

0
.   6. 

x

xtgx

x sin

sin
lim

20




. 

7. 
x

x
m

n

x sin

)sin(
lim

0
, где n и m-натуральные числа    

8. 
3

)cos1(
lim

20
x

tgx

x



.   9. )sin1(lim

)(cos

0
x xec

x



. 

10. 
x

x

x 2

cos1
lim

0




.   11. 









 32

2
lim

2

x

x
x

x
. 

12. 
x

x

x cos1
lim

0 
.   13. 













 

 x

x
x

x 3

3

5

25
lim . 

14. 
x

xx

x

)sin()sin(
lim

0






.   15.  x x

x
2

2

1

0
21lim 2


. 

16. 




 22

22 sinsin
lim






.  17. 














 12

32
1

lim
x

x
x

x
. 

18. 
x

xtg

x


lim

0
.   19. 



















 1

2
lim

2

2
2

x

x
x

x
. 
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§ 4. Бесконечно малые  
и бесконечно большие функции 

 

1. Определение и свойства. Функция α(x) называется беско-

нечно малой при x стремящемся в α, если для любого ε > 0 суще-

ствует число δ(ε) > 0 такое, что при 0 < |x – α| < δ(ε) выполняется 

неравенство |α(x)| < ε. Иначе говоря, функция α(x) называется 

бесконечно малой при данном предельном переходе, если ее пре-

дел при этом предельном переходе равен нулю. 

Функция f(x) называется бесконечно большой при x, стремя-

щимся к α, если для любого N существует такое число δ(N), что 

при 0 < |x – α| < δ(N) выполняется неравенство |f(x)| > N. 

Аналогично определяется бесконечно малые и бесконечно 

большие функции при x → ∞. Бесконечно большие функции на-

ходятся в тесной связи с функциями бесконечно малыми. Если 

при данном предельном переходе функция f(x) является беско-

нечно большой, то функция α(x)= 
)(

1

xf
 является бесконечно ма-

лой при таком же предельном переходе и обратно. 

В дальнейшем в этом параграфе, формулируя то или иное по-

ложение о бесконечно малых функциях, мы будем предполагать, не 

оговаривая этого каждый раз, что все эти функции являются беско-

нечно малыми при одном и том же предельном переходе. 

Бесконечно малые функции обладают следующими свой-

ствами: 

1) алгебраическая сумма любого конечного числа бесконечно 

малых функций есть функция бесконечно малая; 

2) произведение конечного числа бесконечно малых функций 

есть функция бесконечно малая; 

Отметим, что: 

a) функция f(x) называется ограничений в точке x = a, если 

найдется такое M > 0, что для всех x из некоторого интервала  
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(a – δ, a + δ) с центром в точке x = a выполняется неравенство 

|f(x)| < M. 

б) всякая функция, имеющая при x → a предел, ограничена в 

точке x = a. 

Аналогично определяется ограниченная функция при x → ∞. 

Теперь сформулируем третье свойство бесконечно малых 

функций: 

3) произведение бесконечно малой функции на функцию огра-

ниченную есть функция бесконечно малая. 

ПРИМЕР 29. Доказать, пользуясь определением что при  

x → 1 функция 1 – x
2
 является бесконечно малой 

Решение. Пусть ε – любое положительное число. Требуется 

доказать что можно подобрать такое δ > 0, что для всех x, удов-

летворяющих неравенству 0 < |x – 1| < δ, будет выполняться не-

равенство|1-x
2
|<ε. 

Если |x – 1| < δ, то |x + 1| = |x – 1 + 2| ≤ |x – 1| +2 < δ+2 и 

 |1 – x
2
| = |x – 1|*|x + 1| < δ(δ + 2). 

Для выполнения неравенства |1 – x
2
| < ε достаточно потребо-

вать, чтобы δ(δ + 2)=ε, т. е. δ
2 

+ 2δ – ε = 0 или   11  (вто-

рой корень  11  мы отбрасываем, так как 0 ). 

Таким образом, для любого ε найдено такое δ, что из нера-

венства 0 < |x – 1| < δ, следует неравенство |1 – x
2
| < ε. Следова-

тельно, функция 1 – x
2 
бесконечно мала при x → 1. 

ПРИМЕР 30. Доказать, пользуясь определением, что при 

x → 0 функция ax2

1

, где a > 1, является бесконечно большой. 

Решение. Пусть N – любое положительное число. Требуется 

доказать, что можно подобрать такое δ > 0, что для всех x, удов-

летворяющих неравенству 0 < |x – 0| < δ или 0 < |x| < δ, будет 

выполняться неравенство ax2

1

 > N. 
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Если |x| < δ, то 
x

2

1

 
> 


2

1

и ax2

1

>a 2

1

. Поэтому требуемое нера-

венство выполняется при a 2

1

 = N , или Nalog
1

2



, 

Nalog

1
 . 

Таким образом, для любого N найдено такое δ, что из нера-

венства 0 < |x| < δ следует неравенство ax2

1

 > N. Следовательно, 

функция ax2

1

(a > 1) является бесконечно большой при x → 0. 

 

2. Сравнение порядков бесконечно малых. Бесконечно ма-

лые функции )(x  и )(x  называются бесконечно малыми одного 

порядка, если предел их отношения 
)(

)(
lim

x

x





 
равен некоторому 

числе С, отличному от нуля. Если же С = 0, то бесконечно малая 

)(x  называется бесконечно малой более высокого порядка по 

сравнению с )(x . 

Иногда возникает необходимость в более точном сравнении 

бесконечно малых функций – в выражении их порядков числами. 

В этом случае одну из сравниваемых бесконечно малых функций 

принимают за основную и относительно нее определяют порядок 

других бесконечно малых функций, делают это, основываясь на 

следующем определении: если из двух бесконечно малых функ-

ций )(x  и )(x вторая принята за основную, то бесконечно малая 

функция )(x  называется  бесконечно малой порядка р по срав-

нению с бесконечно малой функцией )(x , если 
 )(

)(
lim

x

x
p





 

= С, где 

С – число, отличное от нуля. 

Бесконечно малые функции )(x  и )(x  называют эквивалент-

ными, если 
)(

)(
lim

x

x





 
= 1. Эквивалентность обозначается симво-

лом ~, т. е. пишут )(x ~ )(x . 
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Об эквивалентных бесконечно малых функциях известны 

следующие теоремы: 

Теорема I. Предел отношения двух бесконечно малых функ-

ций не измениться, если эти бесконечно малые заменит им экви-

валентными. 

Теорема II. Для того чтобы две бесконечно малые функции 

были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы их раз-

ность была бесконечно малой более высокого порядка по сравне-

нию с каждой из них. 

Если при некотором предельном переходе функция )(x есть 

функция бесконечно малая, то: 

 

)(~)(sin xx 
     (4.1) 

)(~)( xxtg       (4.2) 

)(~)(arcsin xx      (4.3) 

)(~)( xxarctg       (4.4) 

)(~1)( xe x        (4.5) 

)(~)](1ln[ xx      (4.6) 

AxA x ln)(~1)(       (4.7) 

ПРИМЕР 31. Доказать, что функции
x

x

1

2 2

 и x2 , бесконечно 

малые при x→0, являются бесконечно малыми одного порядка.  

Решение. Найдем предел отношения двух данных функций: 

x

x

x

x 2

2

1

2

lim
0




=
)1(

2
lim

2

2

0 xx

x

x 
=

)1(

1
lim2

0 xx 
=2≠0. 

Данные бесконечно малые функции есть бесконечно малые 

одного порядка. 
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ПРИМЕР 32. Доказать, что порядок функции
x

x

3

3
 выше, чем 

порядок функции x2  при x → 0.  

Решение. Найдем предел отношения двух данных функций: 

x

x

x

x 2
3

3

lim
0




=
)3(

lim
2

3

0 xx

x

x 
=

)3(
lim

0 x

x

x   
= 0, т.е. функция 

x

x

3

3
есть беско-

нечно малая более высокого порядка, чем функция x2 . 

ПРИМЕР 33. Доказать что функция 1 – cos(x) будет беско-

нечно малой второго порядка относительно x при x → 0. 

Решение. Найдем 
x

x

x

cos1
lim

0




: 

x

x

x

cos1
lim

0




=

x

x

x

2
sin2

lim

2

0
 =  

=
2

sinlim

2

2
sin

lim
00

x

x

x

xx 
 =1*0=0. 

Найдем теперь 
x

x

x 20

cos1
lim




: 

x

x

x 20

cos1
lim




=

x

x

x 20

2
sin2

lim

2


=

2

2
sin

lim

2

2
sin

lim
2

1

00 x

x

x

x

xx 
 = 11

2

1
 =

2

1
≠0. 

Следовательно, функция 1-cos(x) есть бесконечно малая вто-

рого порядка относительно x. 

ПРИМЕР 34. Доказать что бесконечно малые при x→0 

функции 
x

x

1
 и 

x

x

21
 эквивалентны. 

Решение. Очевидно, что 

x

x
x

x

x

21

1
lim

0






=
x

x

x 



 1

1
lim

2

0
=1. 

Следовательно, 
x

x

1
~

x

x

21
 при x → 0. 
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§ 5. Применение эквивалентных бесконечно 
малых к вычислению пределов 

 

ПРИМЕР 35. Найти 
34

)3sin(
lim

23 



 xx

x

x
. 

Решение. При x → 3 функция x – 3 бесконечно малая и, сле-

довательно, sin(x – 3)~(x – 3). 

Так как при замене бесконечно малой функции sin(x-3) экви-

валентной ей функцией x – 3 предел отношения не изменится, то 

34

)3sin(
lim

23 



 xx

x

x
=

34

)3(
lim

23 



 xx

x

x
=

2

1

1

1
lim

3


 xx
. 

ПРИМЕР 36. Найти 
x

mx

x 2

cos1
lim

0




. 

Решение. Применяем сначала формулу тригонометрии  

1-cosmx=
2

sin2 2mx . При x → 0  








2
~

2
sin

mxmx
, а 









2

2
~

2
sin2 mxmx

.  

Заменяя в числителе бесконечно малую на 1-cosmx эквива-

лентной функцией 2 








2

2
mx

, получим 
x

mx

x 2

cos1
lim

0




=

x

mx

x 2
2

sin2 2

lim
0

=

x

mx

x 2

2

2
2

lim
0











=

2

2m . 

Найти 
x

xx

x 3arcsin

2cos4cos
lim

20




. 

Решение. По формуле тригонометрии 

xx
xxxx

xx sin3sin2
2

24
sin

2

24
sin22cos4cos 


 . 

При x → 0 xx 3~3sin , xx ~sin , xx 3~3arcsin , т. е. 

)3(~)3(arcsin 22 xx . Поэтому 
x

xx

x 3arcsin

2cos4cos
lim

20




=

x

xx

x 3arcsin

sin3sin2
lim

20




=

)3(

)3(2
lim

20 x

xx

x




=

3

2
 . 



 

32 
 

ПРИМЕР 37. Найти 
1

4

7

lim
20  e

xarctg

xx
 

Решение. Поскольку xxarctg
4

7
~

4

7
 при x → 0, а )2(~12 xe x  , то  

1

4

7

lim
20  e

xarctg

xx
=

x

x

x 2
4

7

lim
0 

=
8

7
 . 

ПРИМЕР 38. Найти 
xx

ee xx

x 



sinsin
lim

0 




 

Решение. Числитель и знаменатель сначала преобразуем, а 

потом заменим эквивалентными 
xx

ee xx

x 



sinsin
lim

0 




=

2

)(
sin

2

)(
cos2

]1[
lim

)(

0 xx
ee xx

x 








=

2

)(

2

)(
cos2

)(
lim

0 xx

xe x

x 











= 1

2

)(
cos

lim
0


 x

e x

x 


. 

ПРИМЕР 39. Найти 
x

x

x 2

cosln
lim

0
 

Решение. Для того чтобы воспользоваться формулой (4.6) 

под знаком логарифма, прибавим и вычтем единицу 

1cos~)1cos1ln(cosln  xxx  

( 01cos  x  при x → 0).  

По теореме о замене эквивалентной получим 

x

x

x 2

cosln
lim

0
=

x

x

x 2

1cos
lim

0




=

2

1cos1
lim

20





 x

x

x
 

ПРИМЕР 40. Найти 
ex

x

ex 





1ln
lim  

Решение. Так как 1 = eln , то 
ex

x

ex 





1ln
lim =

ex

ex

ex 





lnln
lim =

ex
e

x

ex 

ln

lim

=
ex

e

x

ex 





















11ln

lim . 

Но при x → e функция 1
e

x
 бесконечно малая, тогда 
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ex

x

ex 





1ln
lim =

ex

e

x

ex 





















11ln

lim =
ex

e

x

ex 





1

lim =
ex

ex

e ex 




lim

1
=
e

1
. 

ПРИМЕР 41. Найти 
















1lim

1

ax
x

 

Решение. При x→∞ функция 
x

1
 бесконечно малая. Используя 

формулу (4.7), имеем 
















1lim

1

ax
x

= ax
x

a

x
ln

ln
lim 


. 

Если x → а (а ≠ 0), то в ряде случаев, применяя теорему о за-

мене эквивалентными, удобно сначала ввести бесконечно малую 

функцию α  =а – x (или α = x – a). 

ПРИМЕР 42. Найти 
x

x

x 3sin

2sin
lim


. 

Решение. Здесь числитель и знаменатель бесконечно малые 

функции. Однако x не является бесконечно малой функцией 

(стремится не к 0, а к π), поэтому соотношение xx 2~2sin  не име-

ет смысла. 

Введем бесконечно малую α= π – x, тогда x= π – α и 
x

x

x 3sin

2sin
lim



=
)(3sin

)(2sin
lim

0 



 




=

)33sin(

)22sin(
lim

0 



 




=





 3sin

2sin
lim

0




=

3

2

3

2
lim

0




 




. 

ПРИМЕР 43. Найти 
2

)1(lim
1

x
tgx

x





 

Решение. Сделаем предварительную замену переменного. 

Если ввести обозначение x – 1 = α, то α → 0 при x → 1; тогда

2
)1(lim

1

x
tgx

x





=

2

)1(
lim

0










tg = 










 22
lim

0





tg = 

2
lim

0





ctg


 =

2

lim
0 




tg


 = 





2

2

lim
0




. 
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При вычислении пределов выражения вида )( )(xu xv , где при 

данном предельном переходе 1)( xu  и )(xv , удобно пользо-

ваться формулой: 

eu uvv lnlimlim        (5.1) 

ПРИМЕР 44. Найти 











 t

t

t

1
1lim . 

Решение. Так как при t  1
1

1 
t

 и  t , то используем 

формулу (5.1): 













 t

t

t

1
1lim = eee t

t

tt
t

t 
























1
lim

1
1ln)(lim

. 

ПРИМЕР 45. Найти 








 x

m
x

x
coslim  

Решение. 








 x

m
x

x
coslim = e x

m
x

x











coslnlim

= e x

m
x

x












1coslim

= 

=e x

m
x

x 2
sinlim2 2




 =e x

m
x

x
2

2

4
lim2





=e xx

m 1
lim

2

2





= 10 e . 

ПРИМЕР 46. Найти 
)21ln(

2
lim

3 43

0 x

xx

x 




 

Решение. При 0x  в числителе и знаменателе данной дро-

би стоят бесконечно малые функции. Предел отношения этих 

функций не изменится, если их заменит эквивалентными. 

При 0x xx 2~)21ln(  , а xxx 343 ~2 , ибо разность 

xxxx 4343 2)2(   есть бесконечно малая более высокого порядка 

по сравнению с xx 43 2  и с x3 : 

0

2
1

1
lim2

2

2
lim

00 43

4






 

x
xx

x

xx
 и 0lim2

2
lim

00 3

4



x

x

x

xx
 

(см. теорему II, §4). Поэтому 
)21ln(

2
lim

3 43

0 x

xx

x 




=

2

1

2
lim

3 3

0


 x

x

x
. 



 

35 
 

ПРИМЕР 47. Найти 
xx

xxx

x 4

53

3

sin
lim

0 




. 

Решение. По теореме II, §4 при 0x : xxxx sin~sin 53 , 

так как разность xxxxxx 5353 sin)(sin   бесконечно малая бо-

лее высокого порядка по сравнению с xxx 53sin   и с xsin . Анало-

гично xxx 3~3 4 . Поэтому
xx

xxx

x 4

53

3

sin
lim

0 




 
= 

3

1

3

sin
lim

0


 x

x

x
. 

 

Контрольная работа  

 

Найти следующие пределы: 

1. 
84

)2sin(
lim

2 



 x

x

x
   2. 

x

x

x
cos21

3
sin

lim

2



















 

3. 
)()(

)sin()sin(
lim

0 xatgxatg

xaxa

x 




 Указание. В знаменателе вынести 2 за 

скобку и 
2

1
 заменит через 

3
cos


. 

4. 
x

x

x 



 

2
sin1

lim . Указание. Заменить 1 на 
2

sin


. 

5. )
1

sin

1
(lim

0 tgxxx



.    6. 

)ln(cos

)ln(cos
lim

0 x

x

x 




 

7. )
2

(2lim
0

xctgxctg
x





  8. ]}ln)[ln({lim xxax

x



 

Указание. Учесть что ctgx=
tgx

1
 и ctg (

2


-x)= tg x 

9. 
x

x

x 3

arcsin2
lim

0
   10. 

bx

axtg

x sin

)]
4

(ln[

lim
0







 

11. 
arctgxx

xx

x 



 2

arcsin2
lim

0
   12.

x

ba xx

x




lim

0
 

13. 
nx

emx

x

1
lim

0




   14. 

x

aa xx

x sin
lim

0




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15. 
1

lim
1 



 x

eex

x
     16. 













 


2lim

11
2

0
aax xx

x
 

Указание. Вынести в числителе за скобки е.  

17. 
x

e x

x sin

1
lim

0




    18. 

x

x

x 6sin

5sin
lim

0
 

19. 
x

ee xx

x sin
lim

0




    20. 

x

x

x  1
2

cos

lim
1



 

21. 
x

xex

x 2

cos
lim

2

0




    22. tgxx

x

)
2

(lim

2







 

Указание. 
x

xex

2

cos
2


=
x

xex

2

cos11
2


=

x

x

x

ex

22

cos11
2





 

23. 
nx

mx

x

)1ln(
lim

0




    24. )]2(1[lim 2

1

2
 




x x

x
 

25. 
)21ln(

)31ln(
lim

x

x

x 




    26. 













  


 x

x
x

x 2

12
lim

2

1

 

27. 
ax

ax

ax 





lnln
lim     28. )(sinlim

2

x
tgx

x




 

29. )(coslim 2

1

0
x x

x
    30. 



















xtg

xtg

x 4
lim

2

0


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§ 6. Одностороние пределы 
 

Число А называется правосторонним пределом или пределом 

справа функции f(x) в точке x = a, если для любого 0  сущест-

вует 0)(   такое, что при )(0  ax  выполняется неравенст-

вом  |)(| Axf . В этом случае пишут .)(lim Axf
ax




 

Число А называется левосторонним пределом или пределом 

слева функции f(x) в точке x = a, если для любого 0  существу-

ет 0)(   такое, что при )(0  ax  выполняется неравенством 

 |)(| Axf ; это записывается так: .)(lim Axf
ax




 

Все свойства предела функции распространяются на одно-

сторонние пределы. Между пределом функции в точке и одно-

сторонними пределами существует определенная связь; если оба 

односторонних предела функции в точке существуют и равны 

между собой, то предел функции в точке существует; если оба 

односторонних предела функции в точке существуют, но не рав-

ны между собой, то предела функции в точки не существует. 

ПРИМЕР 48. Найти 
1

1
lim

1 



 x

x

x
 

Решение. а) если x стремиться к 1 справа, то x > 1. Отсюда  

x – 1 > 0, |x – 1|=x-1, 
1

1





x

x
= 1

1

1






x

x
, 

1

1
lim

1 



 x

x

x
 
= 1

1

1
lim

1






 x

x

x
; 

б) если x стремиться к 1 слева, то x < 1. Отсюда x – 1<0,  

|x – 1|= –(x – 1), 
1

1





x

x
= 1

1

1






x

x
, 

1

1
lim

1 



 x

x

x
= 1

)1(

1
lim

1






 x

x

x
. 

ПРИМЕР 49. Найти 
2

lim
2  x

x

x
 

Решение. а) если х стремится к 2 справа, то x > 2 и x – 2 >0. 

Следовательно, при  2x  разность 02x , оставаясь положи-

тельной. Тогда 
 2

lim
2 x

x

x
, так как числитель стремится к 2,  

а знаменатель – к нулю. 
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б) если х стремится к 2 слева, то x < 2 и x – 2 < 0. Следова-

тельно, при  2x  разность 02x , оставаясь отрицательной. То-

гда 
 2

lim
2 x

x

x
, так как числитель стремится к 2, а знаменатель – 

к нулю. 

ПРИМЕР 50. Найти 
e xx  1

1
lim 1

0
. 

Решение. а) если   0x , то x>0 и 
x

1
. При этом e x

1  и

 e x1
1 . Отсюда имеем 0

1

1
lim 1

0


 e xx
 

б) если  0x , то x<0 и 
x

1
. При этом 0

1
e x  и 11

1
 e x . 

Отсюда имеем 1
01

1

1

1
lim 1

0





 e xx
. 

ПРИМЕР 51. 
36

33
lim

26 



 x

x

x
. 

Решение. 

а) 
36

33
lim

26 



 x

x

x
=

)33)(6)(6(

)33)(33(
lim

6 



 xxx

xx

x
=

)33)(6)(6(

93
lim

6 



 xxx

x

x
=

72

1

)33)(6(

1
lim

6


 xxx
 

б) 
36

33
lim

26 



 x

x

x
=

)33)(6)(6(

)33)(33(
lim

6 



 xxx

xx

x
=

)33)(6)(6(

93
lim

6 



 xxx

x

x
=

72

1

)33)(6(

1
lim

6


 xxx
. 

Односторонние пределы существуют и равны между собой. 

Следовательно, функция 
36

33
lim

26 



 x

x

x
 имеет в точке x = 6 предел и 

этот предел равен 
72

1
. 
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§ 7. Непрерывность и точки разрыва функций 
 

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если: 

1) она определена в этой точке; 2) существует )(lim
0

xf
xx

; 3) этот 

предел равен значению функции в точке x0, т. е. )()(lim 0

0

xfxf
xx




. 

Если хотя бы одно из этих трех условий не выполняется, то 

функция называется разрывной в точке x0, а сама точка x0 называ-

ется точкой разрыва функции. 

Различают следующие виды разрывов: 

а) если )(lim
0

xf
xx

 существует, но функция f(x) в точке x0 не оп-

ределена или определена, но так, что )()(lim 0

0

xfxf
xx




, то разрыв в 

точке x0 называется устранимым. 

В этом случае для устранения разрыва надо доопределить 

функцию в точке x0 или изменить ее значение в этой точке так, 

чтобы )( 0xf  было равно пределу )(lim
0

xf
xx

; 

б) если )(lim
0

xf
xx

 не существует, но существует оба односто-

ронних предела в точке x0 (они не равны друг другу), то разрыв в 

точке x0 называется разрывом первого рода, или скачком; 

в) если хотя бы один из односторонних пределов не сущест-

вует (в частности, равен бесконечности), а следовательно, не су-

ществует и )(lim
0

xf
xx

, то разрыв точке x0 называется разрывом вто-

рого рода. 

Разрывы первого и второго рода являются неустранимыми. 

Функция называется непрерывной на отрезке, если она непре-

рывна во всех точках этого отрезка. 

Важное значение имеют следующие теоремы: 

I. Основные элементарные функции х
2
, а

х
, logax, sin x, cos x, 

tgt x, ctg x, arcsin x, arcos x, arctgtx, arcctgx непрерывны во всех 

точках, где они определены. 
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II. Если в точке x0 функции )(xf  и )(x непрерывны. то в этой 

же точке непрерывными являются функции )()( xxf  , )()( xxf  ,  

а также 
)(

)(

x

xf


, если только 0)( 0 x . 

III. Если функция )(xu   непрерывна в точке x0, а функция 

)(xfy   непрерывна в точке )( 00 xu  , то сложная функция 

)]([ xfy   непрерывна в точке x0. 

Из этих теорем вытекает такое следствие: 

Всякая функция f(x), образованная конечным числом алгеб-

раических действий и взятий функции от функции из основных 

элементарных функций, является непрерывной во всех точках, в 

которых определены все составляющие ее основные элементар-

ные функции, за исключением точек, в которых какой-либо из 

знаменателей обращается в нуль. 

В частности, всякий многочлен есть функция, непрерывная 

на всей числовой оси; всякая дробно-рациональная функция (от-

ношение двух многочленов) непрерывна во всех точках, в кото-

рых знаменатель не обращается в нуль. 

ПРИМЕР 52. Исследовать на непрерывность, найти точки 

разрыва, указать характер разрыва, в случае устранимого разрыва 

доопределить до непрерывной функцию 
x

x
xf

sin
)(  . 

Решение. Поскольку xsin и x непрерывны в любой точке (тео-

рема I), то, согласно теореме II, непрерывным будет и их отно-

шение 
x

xsin
  во всех точках x0, отличных от нуля. В точке x0 – 0 

данная функция не определена, и поэтому разрывна. Но сущест-

вует 1
sin

lim
0


 x

x

x
, так что разрыв в этой точке устранимый. 

Положим f(0) = 1, тогда функция: 














0 xпри 1

0 
sin

)(
xпри

x

x

xF  будет непрерывна в точке x = 0  
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ПРИМЕР 53. Исследовать на непрерывность и найти точки 

разрыва функции 


















1 xесли                  ,1

1 если  ,1
1

|1|

)(
xx

x

x

xf  

Решение. Данная функция определена  для всех значений х. 

Если x > –1, то x + 1 >0 |x + 1| = x + 1 и 1
1

|1|






x

x
. В этом случае 

f(x)=1 * x – 1 = x – 1. 

Поэтому  для всех значений x > –1 функция непрерывна как 

многочлен первой степени. 

Аналогично, при x < –1 1
1

|1|






x

x
 и f(x)= – x –1 непрерывна, 

как многочлен первой степени. 

Исследуем точку x0 = – 1. Выясним, существует ли предел 

функции в этой точке. Вычислим односторонние пределы при 

1x , слева и справа. При x< – 1 f(x)= –x –1, а при x > –1 f(x) =  

x – 1, поэтому  
011)1(lim)(lim

11



xxf

xx
 

211)1(lim)(lim
11



xxf

xx
 

Следовательно, односторонние пределы функции f(x) в точке 

x0= – 1 существуют, но не равны друг другу; в этой точке данная 

функция имеет разрыв первого рода. Ее график состоит из двух 

полупрямых и точки: 

















-1 xпри 1-x-

-1 xпри  1

-1 xпри  1

)(

x

xf  

ПРИМЕР 54. Исследовать на непрерывность и найти точки 

разрыва функции 
21

1

1

1




x

y  

Решение. Эту функцию можно представить как сложную  

21

1
u

y



, 
где 

1

1



x

u  
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Знаменатель первой дроби нигде в нуль не обращается. По 

теореме I 
21

1
u

y


  – непрерывная функция при любом значении u.  

Функция 
1

1



x

u  непрерывна для всех значений x, кроме x = 1. 

По теореме III  данная сложная функция непрерывна для всех 

x≠1(можно было сразу сослаться на приведенное выше следствие 

из теорем). 

При 1x  слева x – 1 < 0, и следовательно, 
1

1

x
,  

а 02 1

1

x , поэтому .1
01

1

21

1
lim

1

1
1





 


x

x
 

При 1x  справа x – 1 > 0, и следовательно, 
1

1

x
, а 

2 1

1

x поэтому .0

21

1
lim

1

1
1


 


x

x
 

Таким образом, пределы справа и слева существуют, но не 

одинаковы, так что точка x0 = 1 является точкой разрыва первого 

рода. 

ПРИМЕР 55. Исследовать на непрерывность и найти точки 

разрыва функции  .1
1

ey x  

Решение. Согласно следствию из указанных выше теорем, 

данная функция непрерывна везде за исключением точки x0= –1. 

Для вычисления характера разрыва в этой точке найдем пределы 

справа и слева: 

0lim 1
1

1



e x

x
(так как 

1

1

x
); 




e x

x
1

1

lim
1

(так как 
1

1

x
). 

Следовательно, x0 = –1 является точкой разрыва второго ро-

да, так как предел справа бесконечный. 

ПРИМЕР 56. Исследовать на непрерывность и найти точки 

разрыва функции .
42 


x

x
y  
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Решение. Эта функция является дробно-рациональной и по-

этому она непрерывна во всех точках, в которых знаменатель от-

личен от нуля. В точках x = ±2 функция не определена, и поэтому 

разрывна. Нетрудно проверить, что в обеих точках односторон-

ние пределы бесконечные: 

;
4

lim 22


 x

x

x
 

;
4

lim 22


 x

x

x
 

;
4

lim 22


 x

x

x
 

.
4

lim 22


 x

x

x
 

Следовательно, x = ±2 – точки разрыва второго рода. 
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Задания к типовому расчету 
 

Найти указанные пределы. 

1. а) 

2

2

3 10
lim

2x

x x

x

 

 ; б) 

3

2 3

5 3 1
lim

2 3 4x

x x

x x

 

  ; в) 

2 5
lim

2 4

x

x

x

x

 
 

  . 

2. а) 
29

3
lim

9x

x

x



 ;  б) 

2

2

4 3
lim

3 1x

x x

x

 

 ; в) 
0

sin 5
lim
x

x

tgx
. 

3. а) 

2

5

5 15
lim

5x

x x

x

 

 ; б) 

3 4

4 2

1 2 3
lim

4 5x

x x

x x

 

  ; в) 

3
lim

3 1

x

x

x

x

 
 

  . 

4. а) 0

1 1
lim

3x

x x

x

  

; б) 

2

2

3 7
lim

5 2x

x x

x

 

 ; в) 

2

20
lim

5x

tg x

x . 

5. а) 

2

22

6
lim

3 2x

x x

x x

 

  ; б) 

4

4 3

2 3 7
lim

3 2x

x x

x x x

 

   ; в) 

3 2
lim

2 2

x

x

x

x

 
 

  . 

6. а) 
23

1 2
lim

9x

x

x

 

 ; б) 

3 2

3

3 1
lim

2 2x

x x

x

 

 ; в) 0

sin
lim

cos 2 1x

x x

x  . 

7. а) 

2

1

6 7
lim

1x

x x

x

 

 ; б) 

3 2

3

7 2 1
lim

3 5x

x x

x x

 

  ; в) 

4 6
lim

4 5

x

x

x

x

 
 

  . 

8. а) 
21

1
lim

1x

x

x



 ;  б) 

3

3

2 3
lim

1x

x x

x

 

 ; в) 
30

sin
lim

2x

tgx x

x



. 

9. а) 

2

22

6 8
lim

8 12x

x x

x x

 

  ; б) 

3

2
lim

2x

x x

x x



 ;  в) 

1
lim

2

x

x

x

x

 
 

  . 

10. а) 
6

6
lim

3 3x

x

x



   б) 

2

2

4 2
lim

12 9 2x

x

x x



  ; в) 0

sin 3
lim

sin 4x

x

x . 

11. а) 

2

21

1
lim

4 3x

x

x x



  ; б) 

3

3 2

1 2
lim

10 80x

x x

x x

 

  ; в) 

5
2

lim
1

x

x

x

x





 
 

  . 
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12. а) 7

2 3
lim

7x

x

x

 

 ; б) 

6 3

6

4 2
lim

2 1x

x x x

x

 

 ; в) 

2

20

sin 4
lim

4x

x

x . 

13. а) 

3

3

27
lim

3x

x

x



 ;  б) 

3

2

5
lim

3x

x

x



 ;  в) 

2
5

lim
6

x

x

x

x





 
 

  . 

14. а) 
0

lim
4 2x

x

x   ; б) 

3 2

3 2

2 7 2
lim

6 4 3x

x x

x x x

 

  ; в) 0

5
lim

sin 4x

tg x

x . 

15. а) 

2

25

25
lim

4 5x

x

x x



  ; б) 

2

2

2 3
lim

2 3 4x

x x

x x

 

  ; в) 

3
5

lim

x

x

x

x

 
 
  . 

16. а) 
1

1
lim

1x

x

x x



 ;  б) 

6 3

6

4 2
lim

2 1x

x x x

x

 

 ; в) 

 
21

sin 1
lim

1x

x

x



 . 

17. а) 
22

2
lim

3 2x

x

x x



  ; б) 

2

2

3 2 5
lim

4 3x

x x

x x

 

 ; в) 

1
lim 1

1

x

x x

 
 

  . 

18. а) 1

2
lim

1x

x x

x

 

 ; б) 

2

2

8 4 5
lim

4 3 2x

x x

x x

 

  ;  в) 0

sin 7
lim

sin 3x

x

x . 

19. а) 

2

23

5 6
lim

8 15x

x x

x x

 

  ; б) 

4

3

5 10
lim

2 14 7x

x x

x x



  ;  в) 

3
lim

4

x

x

x

x

 
 

  . 

20. а) 

2

2

4
lim

1 3x

x

x



  ; б) 

3 2

3

5 6
lim

2 7x

x x x

x x

 

  ;  в) 0

1 cos 2
lim

sinx

x

x x



. 

 

Для каждой из заданных функций найти точки разрыва и исследовать 

их характер. 

21. 

2

5

x
y

x




   22. 

, 0

1
, 0

x при x

y
при x

x




 


 .  23. 
2

1

4
y

x


 . 

24. 

1

2
y

x


 .  25. 

2 , 1

1, 1

x при x
y

x при x

 
 

  . 26. 

4

1

x
y

x


 . 

27. 

4

5

x
y

x


 .  28. 
2

2 , 1

1, 1

х при х
y

х при x

  
 

   . 29. 

1

12 xy  . 
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30. 

3

4

x
y

x




 .  31. 

2 , 2

6 , 2

х при х
у

x при x

 
 

  . 32. 
2

1

9
y

x


 . 

33. 

2 1

1

x
y

x




 .  34. 

2 1, 2

1, 2

х при x
y

x при x

  
 

  . 35. 

1

23xy  . 

36. 

2

3

x
y

x


 .  37. 

2, 2

1
, 2

2

x при x

y
при x

x

 


 
  . 38. 

2 1

x
y

x


 . 

39. 

1

6
y

x


   40. 

0, 0

, 0

при x
y

x при x


 

 . 

 

Найти производные заданных функций. 

41. а) 
2 lny x x  ;  б) 

xy arctge ;  в) 

2 1
sin

1

x
y

x




 . 

42. а) 2

73
2 



x

x
y

;  б) 
2siny tgx ;  в) 

1 3
ln

6 3

x
y

x




 . 

43. а) 
 3 1 cosy x x  

; б) 
 2ln 1 siny x 

; в) 

2

2

4 1
cos

x
y

x




. 

44. а) 

3cos

2 1

x
y

x


 ;  б) 
34arctg xy  ;  в) 

ln cos

ln sin

x
y

x


. 

45. а) 
2y x tgx  ;  б) 

 2arccos 2 1xy e 
; в)

1 sin 3
ln

1 sin 3

x
y

x

 
  

  . 

46. а) 

5log

5x
x

y 
;  б) 

 2cos ln 2y x x 
;  в) 

2
2

2
ln

1

x
y

x


 . 

47. а) sin lny x x  ; б) 
4 2cosx xy e  ;  в) 

 2arcsin 3lny x x 
. 

48. а) 

6

cos

x

y
x


;  б) 

 2ln arcsin 1y x 
; в) 

2
sin

1 cos

x
y

x

 
  

  . 

49. а) 
 3 1xy e x  

;  б) 
 ln 1y x 

;  в) 
2sin3 cos 3x xy   . 



 

47 
 

50. а) 
2

arcsin x
y

x


; б) 
 3 3sin 4 1y x 

;  в) 

3

3
3

1
ln

1

x
y

x




 . 

51. а) y x ctgx  ;  б) lnsin5y x ;  в) 
23 lnxy ctg x  . 

52. а) 

2 2

3 4

x x
y

x




 ;  б) 
3lny tgx ;  в)

1 sin 2
ln

1 sin 2

x
y

x




 . 

53. а) 
 2 sin 1y x x  

; б) 
 3arccos 4xy x 

; в) 

2
ln sin

x
y

x




. 

54. а) 

arcsin
x

x
y

e


; б) 
cos22 xy  ;  в) 

2

lnxy e x  . 

55. а) 
xy e tgx  ;  б) lnsin lny x ;  в) 

cos
1

x
y

x


 . 

56. а) 

4cos

2

x
y
tgx x


 ; б) 

2sin 4sin6 x xy  ;  в) 

2ln
1

x
y

x


 . 

57. а) 
2 3xy x  ;  б) 

 3 2sin xy e x 
;  в) 

2

ln cos

1

x
y

x


 . 

58. а) 
xy x e  ;  б) 

 3 2ln 2lny x x 
; в)

2

2

sin

2 3cos

x
y

x


 . 

59. а) 

ln

sin

x
y

x


;  б) arccos 1 2xy   ;  в) lnxy e tgx  . 

60. а) 

cos
x

x
y

e


;  б) 
 4 2 1y tg x 

; в)

2

3

3
ln

9

x
y

x x

 
  

  . 

 

Найти дифференциалы второго порядка. 

61. 

1

1
y

x


 .  62. 
2cosy x .  63. 

2xy e . 

64. cosxy e x  .  65. y ctgx .  66. 
21y x  . 

67. 
2 lny x x  .  68. siny x x  .  69. 

xy x e  . 
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70. 

1

1

x
y

x




 .  71. 
3 xy x e  .  72. 

2 siny x x  . 

73. 
3 2xy x  .  74. 

2siny x .  75. 

2

2

x
y

x




 . 

76. 
 2ln 1y x 

.  77. sinxy e x  .  78. 2 sinxy x  . 

79. 
3 2y x  .  80. 

2 3xy x  . 

 

Исследовать данные функции методами дифференциального исчисле-

ния и построить их графики. 

81. 
 

3

2
1

x
y

x



.  82. 

2 1

5

x
y

x




 .  83. 

2 2

1

x x
y

x

 


 . 

84. 

2

1

x
y

x


 .  85. 
2

8

16
y

x


 .  86. 
21

x
y

x


  

87. 

9
6

2
y x

x
  

 . 88. 

2 3

1

x
y

x




 .  89. 
2

4

4

x
y

x


 . 

90. 

2 3

6

x
y

x




 .  91. 

2

2

2

4

x
y

x


 .  92. 

2

3

x
y

x


 . 

93. 
2 1

x
y

x


 .  94. 
2

1

9
y

x


 .  95. 
2 4

x
y

x


 . 

96. 

2

2

6

1

x
y

x




 .  97. 

2 8
y x

x
 

.  98. 

2

2

1

1

x
y

x




 . 

99. 

3 1

4

x
y

x




 .  100. 

2

2

1

1

x
y

x




 . 
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Вопросы для самопроверки  
 

1. Понятие числовой последовательности.  

2. Ограниченные и неограниченные числовые последова-

тельности.  

3. Монотонные последовательности. Примеры.  

4. Бесконечно малые последовательности и их свойства. 

5.  Бесконечно большие последовательности.  

6. Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими 

последовательностями.  

7.  Понятие предела последовательности.  

8. Признак предела последовательности.  

9. Свойства сходящихся последовательностей.  

10. Предельный переход в неравенствах.  

11. Сходимость монотонных последовательностей. Число e .  

12. Теорема о вложенных стягивающихся отрезках.  

13. Понятие подпоследовательности.  

14. Предел последовательности и подпоследовательности.  

15. Теорема Больцано-Вейерштрасса.  

16. Понятие фундаментальной последовательности. Критерий 

Коши.  

17.  Понятие верхнего и нижнего пределов последовательно-

сти. Примеры. 

18.  Понятие функции одной переменной. Способы задания 

функции.  

19. Ограниченные и неограниченные функции. Монотонные 

функции.  

20. Предел функции в точке.  

21. Эквивалентность определений предела функции по Коши 

и по Гейне. 
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22.  Свойства предела функции в точке. 

23.  Предел функции на бесконечности.  

24. Первый замечательный предел. 

25.  Бесконечно малые функции. Признак предела функции. 

Сравнение бесконечно малых. 

26.  Бесконечно большие функции. Сравнение бесконечно 

больших.  

27.  Второй замечательный предел.  

28. Непрерывность функции в точке.  

29. Свойства функций, непрерывных в точке.  

30.  Односторонние пределы функции в точке. Примеры.  

31. Точки разрыва функции и их классификация.  

32.  Понятие обратной функции. Существование и непрерыв-

ность обратной функции.  

33. Основные элементарные функции и их свойства. Класс 

элементарных функций. 
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Заключение 
 

В заключение нашего учебного пособия по введению в мате-

матический анализ мы хотели бы подчеркнуть значимость и уни-

версальность математического анализа как дисциплины. Этот 

курс предоставил базовые знания и навыки, которые являются 

фундаментом для дальнейшего изучения различных областей ма-

тематики и ее приложений в науке, инженерии и других сферах. 

Мы надеемся, что материалы данного пособия оказались по-

лезными и понятными, и что учащиеся смогут использовать по-

лученные знания как прочную основу для дальнейших изучений. 

Напомним, что успех в изучении математического анализа, как и 

любой другой математической дисциплины, требует постоянной 

практики, терпения и усидчивости. 
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