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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

В пособии последовательно определяются базисные поня-

тия, предусмотренные федеральными государственными образо-

вательными стандартами, формулируются основные теоремы, 

основная часть из которых доказывается, в том числе с целью 

формирования у студентов логического мышления, приводятся 

задачи для использования их на практических занятиях и в само-

стоятельной работе учащихся. Настоящее учебное пособие мо-

жет использоваться читателями для проведения исследований, а 

преподавателями — для подготовки и проведения лекций и за-

нятий практической направленности. 

В учебном пособии рассмотрены свойства вероятности и ос-

новные методы решения задач. Показаны практические прило-

жения и даны примеры вычисления по каждой теме раздела тео-

рии вероятностей. Большую помощь данное пособие может ока-

зать студентам-заочникам при выполнении домашних заданий и 

студентам очного отделения на практических занятиях и при 

выполнении типовых расчетов. 

Пособие построено в соответствие с авторской и рабочей 

программой по курсу «Математика» и содержит темы, заявлен-

ные государственным образовательным стандартом.  

Учебное пособие предназначено для студентов гуманитар-

ного образования для различных специальностей и всех форм 

обучения. В пособии даны необходимые теоретические сведе-

ния, также даны задания для самостоятельного решения, кон-

трольные и типовые расчеты.  
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Глава 1. Классическая вероятностная схема 

1.1. Основные формулы комбинаторики 

 

В данном разделе мы займемся подсчетом числа «шансов». 

О числе шансов говорят, когда возможно несколько различных 

результатов какого-либо действия (извлечение карты из колоды, 

подбрасывание кубика или монетки, двух кубиков и т. д.). Число 

шансов — это число таких возможных результатов, или, иначе 

говоря, число способов проделать это действие. 

 

Теорема о перемножении шансов 

Теорема 1. Пусть имеется k групп элементов, причем i-я 

группа содержит ni элементов, 1<=i<=k. Выберем из каждой 

группы по одному элементу. Тогда общее число N способов, ко-

торыми можно произвести такой выбор, равняется ....21 knnnN   

Замечание 1. В теореме 1 считается, что даже если все эле-

менты в i-й группе неразличимы, выбрать один из них можно ni 

способами.  

Замечание 2. Результат выбора, описанного в теореме 1, 

представим в виде набора (а1, а 2,…, а k) в котором аi — выбран-

ный из i-й группы элемент. Тогда общее число различных набо-

ров (а1, а 2,…, а k) также равняется ....21 knnnN   

Доказательство теоремы 1. 

Пронумеруем элементы i-ой 

группы числами от 1 до ni. Элемент 

из первой группы можно выбрать n1 

способами. Если мы выбрали эле-

мент j, 1<=i<= n1, то выбрать эле-

мент из второй группы мы можем n2 

способами. Получаем, что с первым 

элементом j возможно составить n2 

пар (j, l), где 1<=l<= n2. 

1

1

1

n1 n2 n3

...

...
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Но столько же пар можно составить и с любым другим эле-

ментом первой группы. Тогда всего пар, в которых первый эле-

мент выбран из первой группы, а второй — из второй, существу-

ет ровно .21 nn   

Иначе говоря, есть 21 nn   способов выбрать по одному эле-

менту из первых двух групп. Возьмем одну такую пару (j, l). За-

метим, что элемент из третьей группы можно выбрать n3 спосо-

бами, то есть возможно составить ровно n3 троек (j, l, m), добав-

ляя к данной паре (j, l) любой из n3 элементов третьей группы. 

Но столько же троек можно составить и с любой другой па-

рой (j, l). Тогда всего троек, в которых первый элемент выбран 

из первой группы, второй — из второй, а третий — из третьей, 

существует ровно 
321 nnn  . 

Продолжая рассуждения, методом математической индук-

ции заключаем справедливость утверждения теоремы. 

Урны и шарики. Есть урна (то есть ящик), содержащая n 

занумерованных объектов, которые мы без ограничения общно-

сти будем считать шариками. Мы выбираем из этой урны k ша-

риков. Нас интересует, сколькими способами можно выбрать k 

шариков из n, или сколько различных результатов (то есть набо-

ров, состоящих из k шариков) получится. 

На этот вопрос нельзя дать однозначный ответ, пока мы не 

определимся: 

 с тем, как организован выбор (скажем, можно ли шарики 

возвращать в урну); 

 с тем, что понимается под различными результатами вы-

бора. 

Рассмотрим следующие возможные схемы выбора: 

1. Выбор с возвращением: каждый выбранный шарик воз-

вращается в урну, то есть каждый из k шариков выбирается из 

полной урны. В полученном наборе, состоящем из k номеров 

шариков, могут встречаться одни и те же номера (выборка с по-

вторениями). 
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2. Выбор без возвращения: выбранные шарики в урну не 

возвращаются, и в полученном наборе не могут встречаться од-

ни и те же номера (выборка без повторений). 

И в том, и в другом случае результатом выбора является 

набор из k номеров шариков. Удобно считать, что шарики 

всегда выбираются последовательно, по одному (с возвраще-

нием или без). 

Условимся, какие результаты мы будем считать различными. 

Есть ровно две возможности. 

1. Выбор с учетом порядка: два набора номеров шариков 

считаются различными, если они отличаются составом или по-

рядком номеров. Так, при выборе трех шариков из урны, содер-

жащей 5 шариков, наборы (1, 2, 5), (2, 5, 1), (4, 4, 5) различны, 

если производится выбор с учетом порядка. 

2. Выбор без учета порядка: два набора номеров шариков 

считаются различными, если они отличаются составом. Наборы, 

отличающиеся лишь порядком следования номеров, считаются 

одинаковыми. Так, в примере выше первые два набора (1, 2, 5), 

(2, 5, 1) есть один и тот же результат выбора, а набор (4, 4, 5) — 

другой результат выбора. 

Подсчитаем теперь, сколько же возможно различных результа-

тов при каждой из четырех схем (выбор с возвращением и без, и в 

каждом из этих случаев учитываем ли мы порядок или нет). 

 

Урновая схема: выбор без возвращения, с учетом порядка 

Теорема 2. Общее количество выборок в схеме выбора k 

элементов из n без возвращения и с учетом порядка определяет-

ся формулой: 

 

и называется числом размещений из n элементов по k эле-

ментов. 

)!(

!
)1)...(1(

kn

n
knnnА

k

n 

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Доказательство. Первый шарик можно выбрать n способа-

ми. При каждом из этих способов второй шарик можно выбрать 

n – 1 способом и т.д. Последний k-й шарик можно выбрать  

(n – k + 1) способом. По теореме 1, общее число способов выбо-

ра равно )1(...)1(  knnn , что и требовалось доказать. 

Следствие 1. Число возможных перестановок множества из 

n элементов есть n! 

Доказательство очевидно, если заметить, что перестановка 

есть не что иное, как результат выбора без возвращения и с уче-

том порядка всех n элементов из n. Так что общее число пере-

становок равно: 

 

Урновая схема: выбор без возвращения и без учета по-

рядка. 

Теорема 3. Общее количество выборок в схеме выбора  

k элементов из n без возвращения и без учета порядка определя-

ется формулой: 

 

и называется числом сочетаний из n элементов по k элемен-

тов. 

Доказательство. Заметим, что, согласно следствию 1, из 

каждой выборки данного состава (состоящей из k элементов) 

можно образовать k! выборок, отличающихся друг от друга 

только порядком элементов. 

То есть число выборок, различающихся еще и порядком, в k!  

раз больше, чем число выборок, различающихся только соста-

вом. Поделив 
k

nА на k!, получим утверждение теоремы. 

!nА
n

n


)!(!

!

! knk

n

k

A
С

k

nk

n 

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Урновая схема: выбор с возвращением и с учетом по-

рядка 

Теорема 4. Общее количество выборок в схеме выбора k 

элементов из n с возвращением и с учетом порядка определяется 

формулой n
k
. 

Доказательство. Первый шарик можно выбрать n способа-

ми. При каждом из этих способов второй шарик можно выбрать 

также n способами, и так k раз. 

 

Урновая схема: выбор с возвращением и без учета по-

рядка 

Рассмотрим урну с двумя шариками и перечислим результа-

ты выбора двух шариков из этой урны при выборе с возвраще-

нием: 

 

С учетом 

порядка 

Без учета 

порядка 

(1, 1) 

(2, 2) 

(1, 2) 

(2, 1) 

(1, 1) 

(2, 2) 

 

(1, 2) 

 

Заметим, что в схеме «без учета порядка» получилось 3 раз-

личных результата в отличие от четырех в схеме «с учетом по-

рядка» (число 4 возникает и, согласно теореме 4, никаким деле-

нием на «число каких-нибудь перестановок» число 3 из 4 полу-

чить не удастся). 

Теорема 5. Общее количество выборок в схеме выбора k 

элементов из n с возвращением и без учета порядка определяется 

формулой: 

СС
n

kn

k

kn

1

11





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Доказательство. Рассмотрим подробно, чем отличаются 

друг от друга два разных результата такой схемы выбора. Нам не 

важен порядок номеров, то есть мы учитываем только, сколько 

раз в нашем наборе из k номеров шариков появился шарик номер 

1, шарик номер 2, … , шарик номер n. То есть результат выбора 

можно представить набором чисел k1, k2, …kn, в котором ki — 

число появлений шарика номер i в выборке, и k1+ k2+ … + kn.= k. 

При этом два результата эксперимента различны, если соответ-

ствующие им наборы k1, k2, …, kn не совпадают. 

Представим себе другой эксперимент, имеющий точно такие 

же результаты (и, следовательно, их столько же). Есть n ящиков, 

в которых размещается k шариков. Нас интересует только коли-

чество шариков в каждом ящике. То есть результатом экспери-

мента снова является набор чисел k1, k2, …, kn, в котором ki — 

число шариков в ящике с номером i, и k1+ k2+ … +kn.= k. Числа 

ki по-прежнему принимают натуральные значения или равны 0. 

А теперь изобразим результат такого размещения в виде 

схемы, в которой вертикальные линии обозначают перегородки 

между ящиками, а кружки — находящиеся в ящиках шарики: 

Мы видим результат размещения 9 шариков по 7 ящикам.  

 

Здесь 1-й ящик содержит 3 шарика, 2-й и 6-й ящики пусты, 

3-й ящик содержит 1 шарик, и в 4-м и 5-м ящиках есть по 2 ша-

рика. Переложим один шарик из первого ящика во второй и изо-

бразим таким же образом еще один результат размещения: 

 

 

И еще один: 
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Видим, что все размещения можно получить, меняя между 

собой шарики и перегородки, или расставляя k шариков на  

n – 1 + k месте. Число n – 1 + k получается так: у n ящиков есть 

ровно n + 1 перегородка, считая крайние, или n – 1 перегородка, 

если не считать крайние, которые двигать нельзя. И есть k шари-

ков. Перебрав все возможные способы расставить k шариков на 

этих n – 1 + k местах (и ставя на оставшиеся места перегородки), 

переберем все нужные размещения. 

Но способов расставить k шариков на n – 1 + k местах ровно 
k

knС 1 — это в точности число способов выбрать из n – 1 + k но-

меров мест k номеров мест (без учета порядка и без возвраще-

ния), на которые нужно поместить шарики. Заметим, что равен-

ство 
1

11



  n

kn

k

kn CС  верно как по определению биномиальных ко-

эффициентов или свойствам треугольника Паскаля, так и в силу 

того, что можно вместо выбора k мест для шариков выбирать  

n – 1 место для перегородок ящиков, заполняя оставшиеся места 

шариками. 

 

 

1.2. Основные понятия элементарной  
теории вероятностей 

 

Предмет теории вероятностей.  

Статистическая устойчивость. 

 

Теория вероятностей изучает закономерности, возникающие 

в случайных экспериментах (явлениях). Случайным называют 

эксперимент, результат которого нельзя предсказать заранее. 

Невозможность предсказать заранее — основное, что отличает 

случайное явление от детерминированного. 

Не все случайные явления (эксперименты) можно изучать 

методами теории вероятностей, а лишь те, которые могут быть 
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воспроизведены в одних и тех же условиях и обладают (непо-

нятно как проверяемым заранее) свойством «статистической ус-

тойчивости : «если А — некоторое событие, могущее произойти 

или не произойти в результате эксперимента, то доля n(A)/n чис-

ла экспериментов, в которых данное событие произошло, имеет 

тенденцию стабилизироваться с ростом общего числа экспери-

ментов n, приближаясь к некоторому числу P(A). Это число слу-

жит объективной характеристикой “степени возможности” со-

бытию А произойти». 

В дальнейшем мы будем говорить лишь о случайных экспе-

риментах, обладающих данными свойствами, а свойство стати-

стической устойчивости докажем в утверждении, известном как 

закон больших чисел Я. Бернулли. 

 

Пространство элементарных исходов.  

Операции над событиями 

 

Определение 1. Пространством элементарных исходов Ω 

(омега) называется множество, содержащее все возможные ре-

зультаты данного случайного эксперимента, из которых в экспе-

рименте происходит ровно один. Элементы этого множества на-

зывают элементарными исходами и обозначают буквой ω (оме-

га) с индексами или без. 

Определение 2. Событиями мы будем называть подмноже-

ства множества Ω. Говорят, что в результате эксперимента про-

изошло событие А  Ω, если в эксперименте произошел один из 

элементарных исходов, входящих в множество А. 

Замечание 3. Вообще говоря, можно назвать событиями не 

обязательно все подмножества множества Ω, а лишь множества 

из некоторого набора подмножеств. О смысле такого ограниче-

ния мы поговорим позднее. 
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Пример 1. Один раз подбрасывается одна игральная кость 

(кубик). Самый разумный способ задать пространство элемен-

тарных исходов таков: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, элементарные исхо-

ды здесь соответствуют числу выпавших очков. 

Примеры событий: A = {1, 2} — выпало одно или два очка; 

A = {1, 3, 5} — выпало нечетное число очков. 

Пример 2. Два раза подбрасывается одна игральная кость. 

Или, что то же самое, один раз подбрасываются две игральные 

кости. Как мы увидим в дальнейшем, здесь самый разумный 

способ задать пространство элементарных исходов — считать 

результатом эксперимента упорядоченную пару чисел (i, j), в ко-

торой 1 i, j  6 и i — число очков выпавших первый раз, j — 

число очков, выпавших второй раз. Ω = {(i, j), где 1 i, j  6}. 

Примеры событий: 

A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6)} — при первом 

подбрасывании выпало одно очко; 

A = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} — при двух под-

брасываниях выпало одинаковое число очков. 

Пример 3. На поверхность стола бросается монета. Резуль-

татом эксперимента можно считать координату центра монеты 

(а если нам не безразличен угол поворота монеты, то можно до-

бавить и величину этого угла). Пространство элементарных ис-

ходов — множество точек стола (во втором случае — множество 

пар {x, φ}, где x — координата точки стола и φ  [0, 2π] — угол 

поворота). Число элементарных исходов такого эксперимента 

несчетно. 

Пример 4. Монета подбрасывается до тех пор, пока не вы-

падет вверх гербом. Пространство элементарных исходов состо-

ит из бесконечного, но счетного числа исходов: Ω = {г, рг, ррг, 

рррг, ррррг, рррррг, …} , где р и г обозначают выпадение решки 

и герба при одном подбрасывании, соответственно. 
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Пример 5. Приведем пример неправильно выбранного про-

странства элементарных событий. Пусть при бросания играль-

ной кости Ч = {четное число очков}, Т = {число очков, кратное 

трем}. Тогда Ω = {Ч, Т, 1, 5} составляет все исходы эксперимен-

та, однако исходы Ч и Т могут наступать одновременно. 

Определение 3. 

1. Достоверным называется событие, которое обязательно 

происходит в результате эксперимента, то есть единственное со-

бытие, включающее все без исключения элементарные исхо-

ды — событие Ω. 

2. Невозможным называется событие, которое не может 

произойти в результате эксперимента, то есть событие, не со-

держащее ни одного элементарного исхода  (пустое множест-

во). Заметим, что всегда   Ω. 

Определение 4. Пусть А и В — события. 

1. Объединением А U В событий А и В называется событие, 

состоящее в том, что произошло либо А, либо В, либо оба собы-

тия одновременно. На языке теории множеств А U В есть множе-

ство, содержащее как элементарные исходы, входящие в А, так и 

элементарные исходы, входящие в В. 

2. Пересечением А ∩ В событий А и В называется событие, 

состоящее в том, что произошли оба события А и В одновремен-

но. То есть А ∩ В есть множество, содержащее элементарные ис-

ходы, входящие одновременно в А и в В. 

3. Дополнением А \ В события А до В называется событие, 

состоящее в том, что произошло событие А, но не произошло В. 

То есть А \ В есть множество, содержащее элементарные исходы, 

входящие в А, но не входящие в В. 

4. Противоположным (или дополнительным) к событию А 

называется событие АА \ , состоящее в том, что событие А в 

результате эксперимента не произошло. Иначе говоря, А  есть 

множество, содержащее элементарные исходы, не входящие в А. 
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Определение 5. 

1. События А и В называются несовместными, если  

А ∩ В = . 

2. События А1, А2 , … Аn называются попарно несовместны-

ми, если для любых i ≠ j, 1  i,j  n, события Аiи Аj несовместны. 

3. Если событие А влечет событие В, то пишут А  В (как 

только происходит событие А, происходит и событие В). На язы-

ке теории множеств это означает, что любой элементарный ис-

ход, входящий в А, одновременно входит и в событие В. 

 

Вероятность на дискретном пространстве  

элементарных исходов 

 

Предположим, что мы имеем дело с дискретным простран-

ством элементарных исходов, то есть пространством, состоящим 

из конечного или счетного числа элементов:  

Ω = {ω1, ω2 , … ωn , … }. 

Определение 6. Поставим каждому элементарному исходу 

ωi  Ω в соответствие число p(ωi )  [0,1] так, что: 

Назовем число p(ωi) вероятностью элементарного исхода 

ωi. Вероятностью события А  Ω называется число: 

равное сумме вероятностей элементарных исходов, входя-

щих во множество А. 

Замечание 4. Позднее, познакомившись с аксиоматикой 

теории вероятностей, мы зададим вероятности событий непо-

средственно, а не через вероятности элементарных исходов. Тем 

более что сложением вероятностей элементарных исходов мож-

но получить лишь вероятность события, состоящего не более 

1)(  


i

i

p

)()( 


i

i

pAP 
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чем из счетного числа элементарных исходов (иначе само поня-

тие суммирования не определено). Но на дискретном простран-

стве элементарных исходов определить вероятности событий 

так, как это сделано в определении 6, всегда возможно. 

Перечислим очевидные в случае дискретного пространства 

элементарных исходов свойства вероятности, которые мы скоро 

докажем сразу в общем случае. 

1. 0  Р(А)  1; 

2. Р(Ω) = 1; 

3. Р() = 0; 

4. Р(Ō) = 1 – Р(О); 

5. Если А и В несовместны, то Р(А U В) = Р(А) + Р(В); 

6. В общем же случае Р(А U В) = Р(А) + Р(В) - Р(А ∩ В); 

7. Если А  В, то Р(А)  Р(В). 

 

Классическое определение вероятности 

 

Предположим, что мы имеем дело с пространством элемен-

тарных исходов, состоящим из конечного числа N элементов: Ω 

= {ω1, ω2, … ωN}. Более того, предположим, что из каких-либо 

соображений мы можем считать элементарные исходы равно-

возможными. Тогда вероятность любого из них принимается 

равной 1/ N. 

Эти соображения чаще всего не имеют отношения к матема-

тической модели и основаны на какой-либо симметрии в экспе-

рименте (симметричная монета, хорошо перемешанная колода 

карт, правильная кость). Либо мы можем заранее считать исходы 

эксперимента равновозможными, но тогда рано или поздно все 

равно возникнет вопрос о соответствии такой математической 

модели реальному эксперименту. 

Если событие А = {
kiii  ,...,,

21
} состоит из k элементарных 

исходов, то вероятность этого события равняется отношению  

k / N: 
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kiii   

где символом │А│ обозначено число элементов конечного 

множества А. 

 

Определение 7. Говорят, что эксперимент удовлетворяет 

классическому определению вероятности (или классической ве-

роятностной схеме), если пространство элементарных исходов 

состоит из конечного числа │А│ = N равновозможных исходов. 

В этом случае вероятность любого события А вычисляется 

по формуле 

называемой классическим определением вероятности. Эта 

формула читается так: «вероятность события А равна отноше-

нию числа исходов, благоприятствующих событию А, к общему 

числу исходов». 

Замечание 5. Полезно помнить классическую формулиров-

ку Якоба Бернулли: «Вероятность есть степень достоверно-

сти и отличается от нее как часть от целого».  

Замечание 6. Мы видим теперь, что подсчет вероятности в 

классической схеме сводится к подсчету числа «шансов» (эле-

ментарных исходов), благоприятствующих какому-либо собы-

тию, и общего числа шансов. Как правило, это делается с помо-

щью формул комбинаторики. 

Рассмотрим описанные в пункте 1.1 урновые схемы. Напом-

ним, что речь идет об извлечении k шариков из урны, содержа-

щей n шариков. При этом три схемы: с возвращением и с учетом 

порядка, без возвращения и с учетом порядка, а также без воз-

вращения и без учета порядка удовлетворяют классическому оп-

ределению вероятности. 




)(AP
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Общее число элементарных исходов в этих схемах подсчи-

тано в теоремах 2, 3, 4 и равно, соответственно, .,, k

n

k

n

k CAn  

Четвертая же схема — схема выбора с возвращением и без 

учета порядка — имеет заведомо неравновозможные исходы. 

Пример 6. Рассмотрим выбор двух шариков из двух или, 

что то же самое, дважды подбросим монету. Если учитывать по-

рядок, то исходов получится 4, и все они равновозможны, то 

есть имеют вероятность по 1/4: (герб, герб), (решка, решка), 

(решка, герб), (герб, решка). 

Если порядок не учитывать, то следует объявить два по-

следних исхода одним и тем же результатом эксперимента, и по-

лучить три исхода вместо четырех: выпало два герба, либо две 

решки, либо один герб и одна решка. 

При этом первые два исхода имеют вероятность 1/4, а по-

следний — вероятность 1/4 + 1/4 = 1/2. 

 

Гипергеометрическое распределение 
 

Пример 7. Из урны, в которой n1 белых и n
 
-n1 чёрных ша-

ров, наудачу, без возвращения вынимают k
 
шаров, k < n. Термин 

«наудачу» означает, что появление любого 

набора из k шаров равно возможно. Найти 

вероятность того, что будет выбрано ровно k1 

белых и k – k1 черных шаров. 

Заметим, что при k1 > n1 или k – k1 > n – n1 искомая вероят-

ность равна 0, так как соответствующее событие невозможно. 

Пусть k1 < n1 и k – k1 < n – n1. Результатом эксперимента является 

набор из k шаров. При этом можно не учитывать или учитывать 

порядок следования шаров. 

1. Выбор без учета порядка. Общее число элементарных ис-

ходов есть число k – элементных подмножеств множества, со-

стоящего из n элементов, то есть 
k

nС  (по теореме 3). 

n1 n-n1

k1 k-k1
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Обозначим через A событие, вероятность которого требуется 

найти. Событию A благоприятствует появление любого набора, 

содержащего k1 белых шаров и k – k1 черных. 

Число благоприятных исходов равно произведению (по тео-

реме 1) числа способов выбрать k1 белых шаров из n1 и числа 

способов выбрать k – k1 черных шаров из n – n1: .1
1

1

1

kk

nn

k

n ССA


  

Вероятность события A равна: 

 

2. Выбор с учетом порядка. Общее число элементарных ис-

ходов есть число способов разместить n элементов на k местах
k

nA  (по теореме 2). 

При подсчете числа благоприятных исходов нужно учесть, 

как число способов выбрать нужное число шаров, так и число 

способов расположить эти шары среди k. Можно, скажем, по-

считать число способов выбрать k1 мест среди k (равное 
1k

kС ), 

затем число способов разместить на этих k1 местах n1 белых ша-

ров (равное 1

1

k

nA  — не забывайте про учет порядка!), и затем чис-

ло способов разместить на оставшихся k - k1 местах n - n1 черных 

шаров (равное 1

1

kk

nnA


 ). Перемножив эти числа, получим: 

 

В рассмотренной задаче мы сопоставили каждому набору из 

k1 белых и k – k1черных шаров вероятность получить этот набор 

при выборе k шаров из урны, содержащей n1белых и  

n – n1 черных шаров: 
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Определение 8. Соответствие или следующий набор веро-

ятностей называется гипергеометрическим распределением. 

 

 

Тренировочные задачи по разделу 1 

 

1. Сколькими способами можно переставить 5 различных 

книг на книжной полке? 

2. Сколько различных чисел можно составить из цифр 9, 1, 

2, 3, если ни одна из цифр не будет повторяться? 

3. Человек забыл две последние цифры в шестизначном те-

лефонном номере, помнит только, что они были неодинаковые и 

нечетные. Сколько таких телефонных номеров может быть? 

4. В футбольной команде (11 человек) нужно выбрать капи-

тана и его заместителя. Сколькими способами это можно сде-

лать? 

5. В лотерее нужно зачеркнуть любые 8 чисел из 40. Сколь-

кими способами это можно сделать? 

6. В качестве некоторого пароля можно использовать латин-

ские буквы, цифры и символ подчеркивания (в любом порядке). 

Пароль к регистру нечувствителен. Пользователь составил па-

роль из 4 знаков. Сколько всевозможных вариантов таких паро-

лей может быть? 

7. Монету бросают трижды. Сколько разных последователь-

ностей орлов и решек можно при этом получить? 

8. В киоске «Союзпечать» продаются 5 видов конвертов и  

4 вида марок. Сколькими способами можно купить конверт с 

маркой? 

9. В партии из 25 изделий содержится 15 изделий первого 

сорта и 10 – второго. Случайным образом выбираются 3 изде-
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лия. Найти вероятность того, что среди выбранных хотя бы одно 

изделие первого сорта. 

10. Путем длительных наблюдений установлено, что в дан-

ной местности в сентябре в среднем бывает 12 дождливых дней. 

Что вероятнее: из 6 наудачу взятых дней сентября будет два или 

три дождливых дня? 

 

Контрольная работа  

 

Вариант 1 

1. Сколькими способами можно переставить 6 различных 

книг на книжной полке? 

2. В партии содержится 22 детали, из них 15 деталей высше-

го качества. Из партии извлекается 5 деталей. Найти вероятность 

того, что из 5 взятых деталей 3 будут высшего качества. 

3. В отдел технического контроля поступило 17 книг, из ко-

торых 5 имеют дефект, незаметный на первый взгляд. Сотруд-

ник отдела наугад выбирает 4 книги. Найти вероятность того, 

что среди отобранных книг будет только одна с дефектом. 

4. В футбольной команде (11 человек) нужно выбрать на-

падающего и защитника. Сколькими способами это можно 

сделать? 

5. В лотерее нужно зачеркнуть любые 7 чисел из 40. Сколь-

кими способами это можно сделать? 

6. В ящике имеется 24 хороших и 6 бракованных радиоламп. 

Из ящика извлекается 4 радиолампы. Найти вероятность того, 

что 3 из них будут исправными. 

 

Вариант 2 

1. В цехе работают 7 мужчин и 5 женщин. По списку наугад 

отобраны 4 человека. Найти вероятность того, что среди ото-

бранных будут 3 женщины. 
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2. В киоске «Союзпечать» продаются 4 видов конвертов и 5 

вида марок. Сколькими способами можно купить конверт с мар-

кой? 

3. Сколькими способами из числа 30 учащихся класса можно 

выбрать культорга и казначея? 

4. В группе из 30 человек 12 отдают предпочтение бегу, ос-

тальные стрельбе. Случайным образом для соревнований отби-

рают команду из 3 человек. Какова вероятность того, что среди 

отобранных два человека отдают предпочтение бегу? 

5. В группе 29 студентов, из них 5 неуспевающих. Новый 

преподаватель приходит в группу и случайным образом вызыва-

ет к доске 4 студентов. Определить вероятность того, что к доске 

будет вызван один неуспевающий. 

6. Театральный кассир имеет 10 билетов в партер и 20 биле-

тов в ложу на премьеру спектакля. Покупатель приобретает 6 

билетов. Найти вероятность того, 4 из них – в партер и 2 билета 

в ложу. 
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Глава 2. Геометрическая вероятность 

 
 

Рассмотрим какую-нибудь об-

ласть Ω в R
m

 (на прямой, на плоско-

сти, в пространстве). Предположим, 

что «мера» Ω (длина, площадь, объ-

ем, соответственно) конечна. Пусть 

случайный эксперимент состоит в том, что мы наудачу бросаем 

в эту область точку а. Термин «наудачу» здесь означает, что ве-

роятность попадания точки в любую часть А  Ω не зависит от 

формы или расположения А внутри Ω, а зависит лишь от «меры» 

области. 

Определение 9. Эксперимент удовлетворяет условиям 

«геометрического определения вероятности», если его исходы 

можно изобразить точками некоторой области Ω в R
m

 так, что 

вероятность попадания точки в любую А  Ω не зависит от фор-

мы или расположения А внутри Ω, а зависит лишь от меры об-

ласти А (и, следовательно, пропорциональна этой мере): 

«Мерой» мы пока будем называть длину, площадь, объем и т. д. 

Если для точки, брошенной в область Ω, выполнены условия 

геометрического определения вероятности, то говорят, что точка 

равномерно распределена в области Ω. 

Пример 8. Точка наудачу бросается на отрезок [0, 1]. Веро-

ятность точке попасть в точку {0, 5} равна нулю, так как мера 

множества, состоящего из одной точки («длина точки»), есть 0. 

Вместе с тем попадание в точку {0, 5} не является невозможным 

событием — это один из элементарных исходов эксперимента. 

Пример 9. Два лица Х и У условились встретиться в опреде-

ленном месте между двумя и тремя часами дня. Пришедший 
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первым ждет другого в течение 10 минут, после чего уходит. 

Чему равна вероятность встречи этих лиц, если каждый из них 

может прийти в любое время в течение указанного часа незави-

симо от другого? 

Будем считать интервал с 14 до 15 часов дня отрезком [0, 1] 

длиной 1 час. Пусть ξ (кси) и η (эта) — моменты прихода Х и У 

(точки отрезка [0, 1]). Все возможные результаты эксперимен-

та — множество точек квадрата со стороной 1: 

Ω = {( ξ , η): 0  ξ 1 0  η 1} = [0, 1] x [0, 1] 

Можно считать, что эксперимент сводится к бросанию точки 

наудачу в квадрат. При этом благоприятными исходами являют-

ся точки множества A = {( ξ , η): │ξ - η│  1/6 } (10 минут = 1/6 

часа). То есть попадание в множество A наудачу брошенной в 

квадрат точки означает, что Х и У встретятся. 

Тогда вероятность встреч и равна: 

 

2.1. Задача Бюффона 
 

Пример 10. На плоскости начерчены параллельные прямые, 

находящиеся друг от друга на расстоянии 2a. На плоскость нау-

дачу брошена игла длины 2l < 2a. Какова вероятность того, что 

игла пересечет одну из прямых? 

11/6 ζ

η
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Поймем, что означает здесь «наудачу брошена игла». Воз-

можные положения иглы (отрезка) на плоскости полностью оп-

ределяются положением середины иглы и углом поворота иглы 

относительно какого-либо направления. 

Причем две эти переменные (положение 

центра и угол поворота) меняются неза-

висимо друг от друга. Обозначим через 

х[0, a] расстояние от середины иглы 

до ближайшей прямой, а φ  [0, π] — угол между каким-то на-

правлением прямых и иглой. Множество возможных положений 

иглы целиком определяется выбором наудачу точки из прямо-

угольника Ω = [0, π] x [0, a]. Игла пересекает ближайшую пря-

мую, если координаты выбранной наудачу точки удовлетворяют 

неравенству: х . l sin φ. 

Площадь области А  Ω, точки которой удовлетворяют та-

кому неравенству, равна 

И так как μ(Ω) = aπ, то искомая вероятность равна 

 

2.2. Парадокс Бертрана 
 

Пример 11. В круге единичного радиуса наудачу выбирает-

ся хорда. Какова вероятность того, что ее длина будет больше, 

чем длина стороны вписанного в круг правильно-

го треугольника? 

Есть по крайней мере три способа «выбрать 

наудачу хорду в круге». 1. Зафиксируем одну 

точку (конец хорды) на окружности и выберем 

наудачу на окружности другую точку (второй ко-
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нец хорды). Здесь Ω = [0, 2π], а благоприятными являются по-

ложения второй точки на интервале [2π/3, 4π/3] (хорды, поме-

ченные на рисунке красным цветом). Вероятность получить 

«длинную» хорду равна 1/3. 

2. Существует ровно одна хорда, для которой 

данная точка в круге является серединой (кроме то-

го случая, когда брошенная наудачу точка попадет в 

центр круга. Но поскольку вероятность этого собы-

тия равна нулю, то учет или неучет такого события 

не влияет на итоговую вероятность). Можно поэтому выбирать 

наудачу хорду, бросая наудачу точку (середину хорды) в круг. 

Здесь Ω — круг радиуса 1, μ(Ω) = π, а благоприятными являются 

положения середины хорды внутри вписанного в треугольник 

круга (радиусом 1/2).Вероятность получить «длинную» хорду 

равна отношению площадей кругов, то есть 1/4. 

3. Наконец, можно ограничиться рассмотре-

нием только хорд, перпендикулярных какому-

либо диаметру (остальные могут быть получены 

поворотом). То есть эксперимент может состоять в 

выборе середины хорды наудачу на диаметре кру-

га — отрезке длиной 2. Благоприятными являются положения 

середины хорды на отрезке длиной 1. Искомая вероятность для 

такого эксперимента равна 1/2. 

В чем причина разницы в ответах на, казалось бы, один и тот 

же вопрос? На самом деле формулировка задач не корректна, с 

математической точки зрения. «Выбор наудачу хорды в круге» 

может быть по-разному описан с помощью геометрического оп-

ределения вероятности (что мы и сделали). То есть этот «экспе-

римент» можно по-разному описать с помощью выбора наудачу 

точки в некоторой области. 

Слово «эксперимент» взято в кавычки не напрасно: сказав 

«в круге наудачу выбирается хорда», мы еще не описали физи-

ческого эксперимента. Действительно, каждому из трех предло-
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женных способов выбора хорд можно сопоставить конкретный 

физический эксперимент (всякий раз другой). 

Так что парадокс исчезает сразу, как только получен ответ 

на вопрос: что значит «в круге наудачу выбирается хорда»? 

Заканчивая обсуждение понятия геометрической вероятно-

сти, сделаем очень важное для дальнейшего замечание. 

Замечание 7. Если даже эксперимент удовлетворяет геомет-

рическому определению вероятности, далеко не для всех мно-

жеств А  Ω вероятность может быть вычислена как отношение 

меры А к мере Ω. Причиной этого является существование так 

называемых «неизмеримых» множеств, то есть множеств, мера 

которых не существует. 

А если не для всех подмножеств Ω мы можем определить их 

вероятности, следует сузить класс множеств, называемых «со-

бытиями», оставив в этом классе только те множества, для кото-

рых мы можем определить вероятность. 

В следующей главе мы займемся построением (вслед за Ан-

дреем Николаевичем Колмогоровым) аксиоматики теории веро-

ятностей: познакомимся с понятиями σ-алгебры (или поля) со-

бытий, вероятностной меры, вероятностного пространства. 

 

Тренировочные задачи по разделу 2. 

 

1. В квадрат со стороной 2 вписан квадрат, вершины которо-

го лежат на серединах сторон большего квадрата. Найти вероят-

ность того, что наудачу брошенная в больший квадрат точка по-

падет в маленький квадрат. 

2. Определить надежность схемы, если Pi – надежность i-го 

элемента: 
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3. Быстро вращающийся диск разделен на четное число рав-

ных секторов, попеременно окрашенных в белый и черный цвет. 

По диску произведен выстрел. Найти вероятность того, что пуля 

попадет в один из белых секторов. Предполагается, что вероят-

ность попадания пули в плоскую фигуру пропорциональна пло-

щади этой фигуры. 

4. Определить надежность схемы, если Pi – надежность i-го 

элемента 

 
5. В круг радиусом 10 помещен меньший круг радиусом 5. 

Найти вероятность того, что точка, наудачу брошенная в боль-

шой круг, попадет также и в малый круг. Предполагается, что 

вероятность попадания точки в круг пропорциональна площади 

круга и не зависит от его расположения. 

6. Определить надежность схемы, если Pi – надежность i-го 

элемента 

 
7. В круг радиусом 20 см помещен меньший круг радиусом 

10 см так, что их центры совпадают. Найти вероятность того, что 

точка, наудачу брошенная в большой круг, попадет также и в 

кольцо, образованное построенными окружностями. Предпола-

гается, что вероятность попадания точки в круг пропорциональ-

на площади круга и не зависит от его расположения.  

8. Определить надежность схемы, если Pi – надежность i-го 

элемента 
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9. В квадрат со стороной 2 вписан квадрат, вершины которо-

го лежат на серединах сторон большего квадрата. Найти вероят-

ность того, что наудачу брошенная в больший квадрат точка по-

падет в маленький квадрат. 

10. Вероятность появлений события А в испытании равна p. 

Чему равна дисперсия числа появлений события А в одном ис-

пытании?  

 

Контрольная работа  

 

Вариант 1 

1. В круг радиусом 10 помещен меньший круг радиусом 5. 

Найти вероятность того, что точка, наудачу брошенная в боль-

шой круг, попадет также и в малый круг. Предполагается, что 

вероятность попадания точки в круг пропорциональна площади 

круга и не зависит от его расположения. 

2. Два человека договорились встретиться в определенном 

месте от 17 до 18 часов. При этом каждый обязался после при-

хода на место встречи ожидать другого 30 минут. Какова веро-

ятность встречи этих людей, если каждый из них равновозможно 

придет в течение указанного интервала времени? 

3. В прямоугольник 5×4 см
2
 вписан круг радиусом 1,5 см. 

Какова вероятность того, что точка, случайным образом постав-

ленная в прямоугольник, окажется внутри круга? 

4. Какова вероятность того, что сумма двух наугад взятых 

положительных чисел, каждое из которых не больше трех, не 

превзойдет трех, а их произведение будет не больше 2/7? 

5. Наудачу взяты два положительных числа х и у, каждое из ко-

торых не превышает единицы. Найти вероятность того, что сумма х 

+ у не превышает единицы, а произведение ху не меньше 0,07. 
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6. На отрезке АВ длиной l независимо одна от другой по-

ставлены 2 точки L и M, положение каждой из которых равно-

возможно на AB. Найти вероятность того, что точка L будет 

ближе к точке M, чем к точке A. 

 

Вариант 2 

1. В круг радиусом 10 помещен меньший круг радиусом 5. 

Найти вероятность того, что точка, наудачу брошенная в боль-

шой круг, попадет также и в малый круг. Предполагается, что 

вероятность попадания точки в круг пропорциональна площади 

круга и не зависит от его расположения. 

2. Какова вероятность вашей встречи с другом, если вы до-

говорились встретиться в определенном месте с 12:00 до 13:00 

часов и ждете друг друга в течение 5 минут? 

3. На отрезок АВ длины L, брошена точка М так, что любое 

ее положение на отрезке равновозможно. Найти вероятность то-

го, что меньший из отрезков (АМ или МВ) имеет длину боль-

шую, чем L/3. 

4. Наудачу взяты два положительных числа х и у, каждое из 

которых не превышает единицы. Найти вероятность того, что 

сумма х + у не превышает единицы, а произведение ху не мень-

ше 0,09. 

5. Моменты начала двух событий наудачу распределены в 

промежутке времени от T1 до T2. Одно из событий длится  

10 мин., другое – t мин. Определить вероятность того, что: а) со-

бытия «перекрываются» по времени; б) «не перекрываются». 

T1 = 1100; T2 = 1300; t = 15. 

6. В круг радиусом 20 помещен меньший круг радиусом 10. 

Найти вероятность того, что точка, наудачу брошенная в боль-

шой круг, попадет также и в малый круг. Предполагается, что 

вероятность попадания точки в круг пропорциональна площади 

круга и не зависит от его расположения. 
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Глава 3. Аксиоматика теории вероятностей 

3.1 σ-алгебра событий 

 

Пусть Ω — пространство элементарных исходов некоторого 

случайного эксперимента (то есть, вообще говоря, множество 

произвольной природы). Мы собираемся определить набор под-

множеств Ω, которые будут называться событиями, и затем за-

дать вероятность как функцию, определенную только на множе-

стве событий. 

То есть событиями мы будем называть не любые подмноже-

ства Ω, а лишь подмножества из некоторого «множества под-

множеств» Ψ. При этом необходимо позаботиться, чтобы это 

множество Ψ подмножеств Ω было «замкнуто» относительно 

введенных в пункте 1.2 операций над событиями, то есть объе-

динение, пересечение, дополнение событий (то есть элементов 

Ψ) снова давало событие (то есть элемент Ψ). 

Определение 10. Множество Ψ, состоящее из подмножеств 

множества Ω (не обязательно всех!), называется σ-алгеброй со-

бытий, или σ – алгеброй подмножеств Ω, если выполнены сле-

дующие условия: 

(A1) Ω  Ψ (σ-алгебра событий содержит достоверное собы-

тие); 

(A2) если А , то А  (вместе с любым событием  

σ-алгебра содержит противоположное событие); 

(A3) если А1, А2…  Ψ, то 





1i

iA  (вместе с любым конеч-

ным или счетным набором событий σ-алгебра содержит их объе-

динение). 

Условия (A1)–(A3) часто называют «аксиомами σ-алгебры». 

Проверим, что этого набора аксиом достаточно для замкну-

тости множества Ψ относительно других операций над события-

ми. 
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Вместо первой аксиомы достаточно предположить, что Ψ 

не пусто, т. е. содержит хоть один элемент. 

Свойство 1.   Ψ (σ-алгебра событий содержит невозмож-

ное событие). 

Доказательство. По (A1), Ω  Ψ, но  = Ω/ Ω = ¬ Ω  Ψ в 

силу (A2). 

Свойство 2. При выполнении (A1),(A2) свойство (A3) экви-

валентно свойству (A4) 

(A4) если А1, А2…  Ψ, то 





1i

iA  (вместе с любым конеч-

ным или счетным набором событий σ-алгебра содержит их пере-

сечение). 

Доказательство. Докажем, что при выполнении (A1), (A2) 

из (A3) следует (A4). 

Если А1, А2…  Ψ, то при всех i = 1, 2,… по свойству (A2) 

выполнено .А  

Тогда из (A3) следует, что 





1i

iA  и, по (A2), дополнение к 

этому множеству также принадлежит Ψ, то есть 





1i

iA . Но в 

силу формул двойственности .
11











i

i

i

i AA  

Доказательство в обратную сторону выглядит совершенно 

аналогично. 

Свойство 3. Если А, В Ψ , то А \ В Ψ 

Пример 12. Пусть Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} — пространство эле-

ментарных исходов (например, при бросании игрального куби-

ка). Следующие наборы подмножеств Ω являются σ-алгебрами 

(доказать!): 

1. Ψ = {Ω, } ={ {1, 2, 3, 4, 5, 6},  } — тривиальная σ-

алгебра. 

2. Ψ = {Ω , ,{1},¬{1}} = {{1, 2, 3, 4, 5, 6},,{1},{2, 3, 4, 5, 6}}. 
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3. Ψ = { Ω , A,¬A} ={ {1, 2, 3, 4, 5, 6},, A,¬A }., где A — 

произвольное подмножество Ω (в предыдущем примере A ={1} ). 

Итак, мы определили специальный класс Ψ подмножеств 

пространства элементарных исходов Ω, названный σ-алгеброй 

событий, причем применение счетного числа любых операций 

(таких, как объединение, пересечение, дополнение) к множест-

вам из Ψ снова дает множество из Ψ (не выводит за рамки этого 

класса). Множества А Ψ мы и назвали «событиями». 

Определим теперь понятие «вероятности» как функции, оп-

ределенной на множестве событий (то есть функции, которая 

каждому событию ставит в соответствие число). А чтобы чита-

телю сразу стало понятно, о чем пойдет речь, добавим: вероят-

ность мы определим как неотрицательную нормированную ме-

ру, заданную на σ-алгебре Ψ подмножеств Ω. 

 

3.2. Вероятность как нормированная мера 

 

Определение 11. Пусть Ω — некоторое множество и Ψ — σ-

алгебра его подмножеств. Функция μ: Ψ → R U {∞} называется 

мерой на (Ω, Ψ), если она удовлетворяет условиям: 

(M1) Для любого множества А  Ψ его мера неотрицатель-

на: μ(А)≥ 0. 

(M2) Для любого счетного набора попарно непересекаю-

щихся множеств А1, А2…  Ψ мера их объединения равна сумме 

их мер: 

 («счетная аддитивность» или «σ-аддитивность»). Иначе говоря, 

мера есть неотрицательная, счетно-аддитивная функция мно-

жеств. 

Определение 12. Пусть Ω — некоторое множество и Ψ —  

σ-алгебра его подмножеств. Мера μ: Ψ → R называется нормиро-
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ванной, если μ(Ω) = 1. Другое название нормированной меры — 

«вероятность» или «вероятностная мера». 

То же самое еще раз и подробно: 

Определение 13. Пусть Ω — пространство элементарных 

исходов и Ψ — σ-алгебра его подмножеств (событий). Вероят-

ностью или вероятностной мерой на (Ω, Ψ), называется функ-

ция P Ψ → R, обладающая свойствами: 

(P1) Для любого события А  Ψ выполняется неравенство P(А)≥ 0; 

(P2) Для любого счетного набора попарно несовместных со-

бытий А1, А2…  Ψ имеет место равенство 

 

(P3) Вероятность достоверного события равна единице: 

P(Ω) = 1. 

Свойства (P1)–(P3) часто называют «аксиомами вероятности». 

Определение 14. Тройка (Ω, Ψ,Р), в которой Ω — простран-

ство элементарных исходов, Ψ — σ-алгебра его подмножеств и 

P — вероятностная мера на Ψ, называется вероятностным про-

странством. 

Выпишем свойства вероятности: 

1. 0)( Р  

2. Для любого конечного набора попарно несовместимых 

событий А1, А2…  Ψ имеет место равенство ).(
11











 n

i

i

n

i

i APAР   

3. )(1)( APAP   

4. Если ВА , то )()()\( АРВРАВР   

5. Если ВА , то )()( АРВР   

6. 1)(0  АР  

7. )()()()( ВАРВРАРВАР   

8. )()()( ВРАРВАР   

9. 



n

i

in АPААР
1

1 )()...(  
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Глава 4. Условная вероятность,  
независимость 

4.1. Условная вероятность 

 

Пример 13. Кубик подбрасывается один раз. Известно, что 

выпало более трех очков. Какова при этом вероятность того, что 

выпало четное число очков? 

В данном случае пространство элементарных исходов со-

стоит из трех равновозможных элементарных исходов: Ω = {4, 5, 

6}, и событию A = {выпало четное число очков} благоприятст-

вуют 2 из них: A = {4, 6}. Поэтому P(A) = 2/3. 

Посмотрим на этот вопрос с точки зрения первоначального 

эксперимента. Пространство элементарных исходов при одном 

подбрасывании кубика состоит из шести точек: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 

6}. Слова «известно, что выпало более трех очков» означают, что 

в эксперименте произошло событие B = {4, 5, 6}. Слова «какова 

при этом вероятность того, что выпало четное число очков?» оз-

начают, что нас интересует, в какой доле случаев при осуществ-

лении B происходит и А. Вероятность события А, вычисленного 

в предположении, что нечто о результате эксперимента уже из-

вестно (событие B произошло), мы будем обозначать через 

P(A/B) 

Мы хотим вычислить отношение числа исходов, благопри-

ятствующих А внутри B (то есть благоприятствующих одновре-

менно A и B), к числу исходов, благоприятствующих B. 

 

Определение 15. Условной вероятностью события А, при 

условии, что произошло событие В, называется число 

А АВ

В
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Будем считать, что условная вероятность определена только 

в случае, когда P(В) > 0. 

Следующее свойство называется «теоремой умножения»: 

 

Теорема 6. P(A∩B) = P(B)P(A\B) = P(A)P(B\A), если соот-

ветствующие условные вероятности определены (то есть если 

P(В) > 0, P(A) > 0). 

Теорема умножения для большего числа событий: 

Теорема 7. P(A1 ∩ A2 ∩…∩ An) = P(A1) P(A2\A1) P(A3 \A1 

∩A2)… P(An \A1∩…∩An-1), если соответствующие условные веро-

ятности определены. 

 

4.2. Независимость 
 

Определение 16. События A и B называются независимыми, 

если P(A∩B) = P(A)P(B). 

Пример 14. 

1. Точка с координатами ξ, η бросается наудачу в квадрат со 

стороной 1. Доказать, что для любых х, у  R события  

A = {ξ < x} и B = {η <y} независимы. 

2. Точка с координатами ξ, η бросается наудачу в треуголь-

ник с вершинами (1,0), (0,0) и (0,1). Доказать, что события  

A = {ξ < 1/2} и B = {η < 1/2} зависимы. 

 

ξ

η

х

y

1

1

η

ξ

1

11

2

1

2
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1. Рассмотрим х, у  [0, 1]). Видим, что P(A) = x, P(B) = y, 

P(A∩B) = x y, так что A = {ξ <1/2} и B= {η <1/2} независимы. 

2. На рисунке видим, что P(A) = 3/4, P(B) = 3/4 P(A∩B) = 

1/2 ч ≠ (3/4)
2
, так что события A = {ξ < 1/2} и B= {η < 1/2} зави-

симы. 

Замечание 8. Если события A и B несовместны, то они неза-

висимы, если и только если P(A) = 0 или P(B) = 0. 

Следствие 2. Если P(B) > 0, то события А и В независимы 

P(А\В) = Р(А). 

Если P(А) > 0, то события А и В независимы P(В\А) =Р(В) 

Лемма 1. Если события А и В независимы, то независимы и 

события BиABиABиA ,, . 

Определение 17. События А1, А2…Аn называются независи-

мыми в совокупности, если для любого набора 1 ≤ i1, i2…ik ≤ n  
 

)()...()...(
11 kk iiii APAPAAP       (3) 

 

Замечание 9. Если события А1, А2 … Аn независимы в сово-

купности, то они попарно независимы, то есть любые два собы-

тия Аi, Аj независимы. Достаточно в равенстве (3) взять k =2. 

Обратное, как показывает следующий пример, неверно. 

Пример 15 (пример С. Н. Бернштейна). 

Рассмотрим правильный тетраэдр, 3 грани которого окраше-

ны в красный, синий, зеленый цвета, а четвертая грань содержит 

все три цвета. Событие A, (B, C) означает, что выпала грань, со-

держащая красный (синий, зеленый) цвета. 

Вероятность каждого из этих событий равна 1/2, так как ка-

ждый цвет есть на двух гранях из четырех. Вероятность пересе-

чения любых двух из них равна 1/4, так как только одна грань 

содержит два цвета. А так как 
2

1

2

1

4

1
 , то все события попарно 

независимы. 

Но вероятность пересечения всех трех тоже равна 1/4, а не 

1/8, то есть события не являются независимыми в совокупности. 
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Заметьте, что равенство (6) выполнено для k = 2, но не вы-

полнено для k = 3. 

 

4.3. Формула полной вероятности 

 

Пример 16. Есть 3 завода, производящих одну и ту же про-

дукцию. При этом 1-й завод производит 25 %, 2-й завод — 35 % 

и 3-й завод — 40 % всей продукции. Брак составляет 5 % от про-

дукции 1-го завода, 3 % от продукции 2-го и 4 % от продукции 

3-го завода. Вся продукция смешивается и поступает в продажу. 

Найти: а) вероятность купить бракованное изделие; б) условную 

вероятность того, что купленное изделие изготовлено 1-м заво-

дом, если это изделие бракованное. 

Первая вероятность равна доле бракованных изделий в объ-

еме всей продукции, то есть 0,05•0,25 + 0,03•0,35 + 0,04•0,4.  

Вторая вероятность равна доле брака 1-го завода среди всего 

брака, то есть что купленное изделие изготовлено 1-м заводом 

— бракованное. 

Определение 18. Набор попарно несовместных событий Н1, 

Н2… таких, что P(Аi) > 0 для всех i и 





1i

iH  называется полной 

группой событий или разбиение пространства Ω. 

События Н1, Н2 …, образующие полную группу событий, 

часто называют гипотезами. При подходящем выборе гипотез 

для произвольного события А могут быть сравнительно просто 

вычислены P(А/ Нi) (вероятность событию А произойти при вы-

полнении «гипотезы» Нi) и собственно P(Нi)(вероятность вы-

полнения «гипотезы» Нi).  

Теорема 8 (формула полной вероятности). 

Пусть Н1, Н2 — полная группа событий. Тогда вероятность 

любого события A может быть вычислена по формуле:  
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4.4. Формула Байеса 

 

Теорема 9 (формула Байеса). 

Пусть Н1, Н2 …— полная группа событий и A — некоторое 

событие положительной вероятности. Тогда условная вероят-

ность того, что имело место событие Нk, если в результате экс-

перимента наблюдалось событие A, может быть вычислена по 

формуле: 

 

Пример 17. Вернемся к примеру 15. Изделие выбирается нау-

дачу из всей произведенной продукции. Рассмотрим три гипотезы: 

Нi = {изделие изготовлено i-м заводом }, i = 1, 2, 3. Вероятности 

этих событий даны: P(Н1) = 0,25, P(Н2) = 0,35, P(Н3) = 0,4. Пусть A 

= {изделие оказалось бракованным}. Даны также условные веро-

ятности P(A\Н1) = 0,05, P(A\Н2) = 0,03, P(A\Н3) = 0,04 

Пример 18. Два стрелка подбрасывают монетку и выбира-

ют, кто из них стреляет по мишени (одной пулей). Первый стре-

лок попадает по мишени с вероятностью 1, второй стрелок — с 

вероятностью 0,00001. Можно сделать два предположения об 

эксперименте:  

Н1 = {стреляет 1-й стрелок}; 

Н2 = {стреляет 2-й стрелок}.  

Априорные (a’priori — до опыта) вероятности этих гипотез 

одинаковы: P(Н1) = P(Н1) = 1/2. 

Рассмотрим событие A = {пуля попала в мишень}. Известно, 

что P(A\Н1) = 1, P(A\Н2) = 0,00001. 

Поэтому вероятность пуле попасть в мишень P(A) = 1/2*1 + 

1/2*0,00001. Предположим, что событие A  произошло. Какова 

теперь апостериорная (a’posteriori — «после опыта») вероят-

ность каждой из гипотез Нi? Очевидно, что первая из этих гипо-
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тез много вероятнее второй (а именно, в 100000 раз). Действи-

тельно 

 

 

Задачи  

 

1. Электролампы изготовляются на 3 заводах. Первый завод 

производит 45 % общего количества электроламп, второй – 

40 %, третий – 15 %. Продукция первого завода содержит 70% 

стандартных ламп, второй – 80 %, третий – 81 %. В магазин по-

ступает продукция всех трех заводов. Какова вероятность, что 

купленная в магазине лампа окажется стандартной. 

2. Для сигнализации об аварии установлены два независимо 

работающих сигнализатора. Вероятность того, что при аварии 

сигнализатор сработает, равна 0,95 для первого сигнализатора и 

0,9 для второго. Найти вероятность того, что при аварии срабо-

тает только один сигнализатор. 

3. У сборщика имеется 16 деталей, изготовленных заводом 

№ 1, и 4 детали – заводом № 2. Наудачу взяты две детали. Найти 

вероятность того, что хотя бы одна из них окажется изготовлен-

ной заводом № 1. 

4. Имеются три машины, которые изготавливают соответст-

венно 35 %, 20 % и 45 % некоторых однотипных деталей. Причем 

первая машина дает 6 % брака, вторая – 4 %, третья – 2 %. Случай-

но выбранное изделие оказалось бракованным. Какова вероятность 

того, что бракованное изделие изготовлено на первой машине. 

5. Два станка работают независимо друг от друга. Вероят-

ность того, что первый станок в течение смены выйдет из строя, 

равна 0,15, а для второго станка эта вероятность равна 0,22. Най-

ти вероятность того, что в течение смены выйдет из строя пер-

вый и второй станок. 
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6. Из партии 1000 ламп 340 принадлежат к 1 партии, 280 – 

ко второй партии, остальные к третьей. В первой партии 6 % 

брака, во второй – 5 %, в третьей – 4 %. Наудачу выбирается од-

на лампа. Определить вероятность того, что выбранная лампа – 

бракованная. 

7. В группе спортсменов 20 лыжников, 6 бегунов и 4 вело-

сипедиста. Вероятность выполнить квалификационную норму 

для лыжника – 0,8, для бегуна – 0,9, для велосипедиста – 0,7. 

Наудачу выбранный спортсмен выполнил норму. Найти вероят-

ность того, что этот спортсмен – лыжник. 

8. Предприятие выпускает за смену изделия трех типов в коли-

честве 160, 430 и 360 штук каждого типа. ОТК ставит штамп либо 

«Брак» либо «Экспорт». Найти вероятность того, что наудачу взя-

тое изделие пойдет на экспорт, если вероятности этого для каждого 

изделия вида I, II и III соответственно равны 0,9, 0,8 и 0,6. 

9. С первого автомата поступает 45 % деталей, со второго – 

30 %, с третьего – 25 %. Среди деталей первого автомата 5 % не-

годных, второго – 10 %, третьего – 8 %. Поступившая на сборку 

деталь годная. Какова вероятность того, что она изготовлена на 

втором автомате? 

10. Фирма имеет три источника поставки комплектующих – 

фирмы А, В и С. На долю фирмы A  приходится 50 % общего 

объема поставок, В – 30 % и А – 20 %. Из практики известно, что 

10 % поставляемых фирмой А деталей бракованные, фирмой В – 

5 % и фирмой С – 6 %. Какова вероятность, что взятая наугад и 

оказавшаяся бракованная деталь получена от фирмы А? 

 

Контрольная работа  

 

Вариант 1 

1. Электролампы изготовляются на 3 заводах. Первый завод 

производит 45 % общего количества электроламп, второй – 

40 %, третий – 15 %. Продукция первого завода содержит 70 % 



 

43 

 

стандартных ламп, второй – 80 %, третий – 81 %. В магазин по-

ступает продукция всех трех заводов. Какова вероятность, что 

купленная в магазине лампа окажется стандартной. 

2. Отдел закупок женского платья большого столичного тор-

гового комплекса приобретает 20 % своего товара у фабрики А, 

30 % у фабрики Б и оставшиеся 50 % у разных мелких постав-

щиков. К концу сезона распространяется 80 % продукции фаб-

рики А, 75 % продукции фабрики Б и 90 % продукции мелких 

поставщиков. Какова вероятность, что платье, оставшееся не-

проданным в конце сезона, было произведено на фабрике А? 

3. Две литейные машины изготавливают по 250 однотипных 

отливок в смену, которые хранятся в одном месте. Для первой 

машины брак составляет 3 %, а для второй – 2 %. Найти вероят-

ность того, что наудачу взятая отливка будет годной. 

4. Имеется три партии ламп по 20, 30, 50 штук в каждой. Веро-

ятность того, что лампы проработали заданное время, равна для 

каждой партии соответственно 0,7; 0,8 и 0,9. Какова вероятность 

того, что выбранная наудачу лампа проработает заданное время? 

5. В ящике лежат одинаковые детали. 12 деталей изготовле-

ны на первом заводе – из них брак 10 %, 20 деталей изготовлены 

на втором заводе – из них брак 30 %, 18 деталей изготовлены на 

третьем заводе – из них брак 10 %. Найти вероятность того, что 

извлеченная наудачу деталь – хорошая. 

6. В сборочный цех поступают детали с 3-х станков. 1-й ста-

нок дает 3 % брака, 2-й – 1 %, 3-й – 2 %. Определить вероятность 

попадания на сборку набракованной детали, если с каждого 

станка поступило, соответственно, 500, 200, 300 деталей в сбо-

рочный цех. 

 

Вариант 2 

1. Три автоматические линии производят микросхемы. Пер-

вая линия производит 20 % всей продукции, вторая – 30 %, тре-

тья – 50 %. Доля брака в продукции каждой линии соответствен-
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но составляет 1 %, 2 %, 5 %. Наудачу были выбраны три микро-

схемы. Какая вероятность того, что все они без брака? Указание. 

Найдите сначала вероятность того, что одна выбранная микро-

схема без брака. 

2. Узел состоит из двух независимо работающих деталей, 

исправность каждой необходима для работы узла. Первая из де-

талей за рассматриваемый промежуток времени остается годной 

с вероятностью 0,8, а вторая – 0,9. Узел вышел из строя. Какова 

вероятность того, что это произошло из-за неисправности лишь 

второй детали? 

3. Студент сдает зачет, причем получает один вопрос из трех 

разделов. Первые два раздела одинаковы по объему, а третий в 

два раза больше первого. Студент знает ответы на 70 % вопросов 

первого раздела, на 50 % вопросов второго раздела и на 80 % во-

просов третьего. Студент зачет сдал. Найти вероятность того, 

что ему попался вопрос из второго раздела. 

4. В двух одинаковых урнах содержатся черные и красные 

шары: в первой – 2 черных и 7 красных, во второй – 5 черных и 

10 красных. Из наудачу выбранной урны извлечен шар, который 

оказался красным. Найти вероятность того, что извлеченный 

шар оказался из первой урны. 

5. Из 1000 ламп 380 принадлежат к 1 партии, 270 – ко второй 

партии, остальные к третьей. В первой партии 4% брака, во вто-

рой - 3%, в третьей – 6%. Наудачу выбирается одна лампа. Оп-

ределить вероятность того, что выбранная лампа – бракованная. 

6. Сотрудники отдела маркетинга полагают, что в ближай-

шее время ожидается рост спроса на продукцию фирмы. Вероят-

ность этого они оценивают в 80 %. Консультационная фирма, 

занимающаяся прогнозом рыночной ситуации, подтвердила 

предположение о росте спроса. Положительные прогнозы кон-

сультационной фирмы сбываются с вероятностью 95%, а отри-

цательные – с вероятностью 99%. Какова вероятность того, что 

рост спроса действительно произойдет? 
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Глава 5. Схема Бернулли 

5.1. Распределение числа успехов в n испытаниях 

 

Определение 19. Схемой Бернулли называется последова-

тельность независимых испытаний, в каждом из которых воз-

можны лишь два исхода — «успех» и «неудача», при этом «ус-

пех» в одном испытании происходит с вероятность р  [0,1], 

«неудача» — с вероятностью q = 1 – p. 

Теорема 10 (формула Бернулли). 

Обозначим через vn число успехов в n испытаниях схемы 

Бернулли. Тогда для любого k = 0, 1, …n 

 

Доказательство. Событие A ={vn = k} означает, что в n ис-

пытаниях схемы Бернулли произошло ровно k успехов. Рассмот-

рим один из благоприятствующих событию A элементарных ис-

ходов:  

 

Здесь буквами «у» и «н» обозначены, соответственно, ус-

пешный и неудачный результаты испытаний. Поскольку испы-

тания независимы, вероятность такого элементарного исхода 

(первые k испытаний завершились успехом, остальные неудачей) 

равна p
k
(1 – p)

n-k
. 

Другие благоприятствующие событию A элементарные ис-

ходы отличаются от рассмотренного выше лишь расположением 

k успехов на n местах. Есть ровно
k

nС  способов расположить k 

успехов на n местах. Поэтому событие A состоит из 
k

nС  элемен-

тарных исходов, вероятность каждого из которых равна p
k
(1 – 

p)
n-k

. 
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Определение 20. Набор чисел  

называется биноминальным распределением вероятностей  

и обозначается Вnp или B(n,p). 

Теорема 11. Пусть m1, m2 целые числа, 0  m1  m   m2  n 

Обозначим через Рn(m1,m2) вероятность того, что событие А на-

ступило не менее m1 и не более m2 раз в n испытаниях. Тогда 





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5.2. Наиболее вероятное число успехов 

 

По формуле Бернулли, событие «произошло 0 успехов в n 

испытаниях» имеет вероятность q
n
, 1 успех — вероятность n p q

n
 

и т.д. Какое же число успехов наиболее вероятно? Иначе говоря, 

при каком k достигается максимум P(vn=k)? 

Чтобы выяснить это, сравним отношение P(vn=k)и P(vn=k-

1)с единицей. 

 

Видим, что 

(a) Р(vn = k) > Р(vn = k – 1) при np + p – k > 0, то есть при  

k < np + p; 

(b) Р(vn = k) < Р(vn = k – 1 )при np + p – k < 0, то есть при  

k > np + p; 

(c) Р(vn = k) = Р(vn = k – 1 при np + p – k = 0, что возможно 

лишь, если np + p — целое число. 
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Рассмотрим два случая: np + p – целое число и  

np + p – дробное число. В первом случае пусть k0 = np + p. Из 

полученных выше неравенств, сразу следует, что 

 

Во втором случае пусть k0 = [np + p] (целая часть числа 

np + p, то есть наибольшее целое число, не превосходящее  

np + p). Из неравенств (a), (b) следует, что 

 

Действительно, неравенство Р(vn = k0) > Р(vn = k0+1), на-

пример, следует из (b), примененного для k = k0+1 > np + p. 

Видим, что в зависимости от того, является число 1 > np + p 

целым или нет, имеется либо два равновероятных «наиболее ве-

роятных» числа успехов k0 = np + p и k0 –1 > np + p – 1, либо 

одно «наиболее вероятное» число успехов k0 = [np + p]. 

Сформулируем уже доказанное утверждение в виде теоремы. 

Теорема 12. В n испытаниях схемы Бернулли с вероятно-

стью успеха p наиболее вероятным числом успехов является: 

a) единственное число k0 = [np + p], если число np + p не це-

лое; 

б) два числа k0 = np + p и k0 -1= np + p -1, если число np + p 

целое. 

Пример 19. Если p = q = 1/2, то при четном числе испыта-

ний n число np + p = n/2 + 1 /2 — не целое, так что наиболее ве-

роятным является единственное число успехов [n/2 + 1 /2] = n/2. 

Что совершенно понятно, так как есть нечетное число возмож-

ностей — получить 0, 1, … n успехов, причем вероятности полу-

чить k и n – k успехов одинаковы. 
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При нечетном же числе испытаний n число np + p = n/2 + 1 /2 

— целое, так что наиболее вероятными (и одинаково вероятны-

ми) являются два числа успехов n/2 + 1 /2 и n/2 – 1 /2. 

 

5.3. Номер первого успешного испытания 

 

Рассмотрим схему Бернулли с вероятностью успеха p в од-

ном испытании. Испытания проводятся до появления первого 

успеха. Введем величину τ, равную номеру первого успешного 

испытания. 

Теорема 13. Вероятность того, что первый успех произойдет 

в испытании с номером k, равна P(τ = k) = p q
k-1

. 

Доказательство. Действительно, 

 

Определение 21. Набор чисел {p q
k-1

} называется геометри-

ческим распределением вероятностей и обозначается Gp  

или G(p). 

Геометрическое распределение вероятностей обладает инте-

ресным свойством, которое можно назвать свойством «нестаре-

ния». Пусть величина τ обозначает, скажем, время безотказной 

работы (измеряемое целым числом часов) некоторого устройст-

ва. Предположим, что для величины τ вероятность принять лю-

бое свое значение k в точности равна pq
k-1

. Справедливо сле-

дующее утверждение. 

Теорема 14. Пусть P(τ  = k) = p q
k-1

. Тогда для произвольных 

n, k  0. P(τ  > n+k\ τ  > n) = P(τ > k) 

Данному равенству можно придать следующее звучание: ес-

ли известно, что устройство проработало без отказов n часов, 

то вероятность ему работать еще не менее k часов точно та-
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кая же, как вероятность проработать не менее k часов для но-

вого устройства. 

Можно прочесть эту формулу и так: вероятность рабо-

тающему устройству проработать еще сколько-то часов не 

зависит от того момента, когда мы начали отсчет времени, 

или от того, сколько уже работает устройство. 

Доказательство. По определению условной вероятности, 

   

  (4) 

 

 

Последнее равенство следует из того, что событие {τ  > n+k} 

влечет событие {τ  > n}, так что пересечение этих событий есть 

{τ  > n+k}. Найдем для произвольного m  0 вероятность  

P(τ  > m). 

 

Можно также заметить, что событие {τ  > m} означает, 

что в схеме Бернулли первые m испытаний завершились «неуда-

чами», а это событие имеет вероятность как раз q
m
. 

Возвращаясь к (4), получим 

 

5.4. Приближение гипергеометрического распределе-
ния биномиальным 

 

Рассмотрим урну, содержащую N шаров, из которых K ша-

ров — белые, а оставшиеся N – K шаров — черные. Из урны 

наудачу (без возвращения) выбираются n шаров. Вероятность  

PN,K(n, k) того, что будет выбрано ровно k белых и n – k черных 
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шаров, находится по формуле (см. определение 8 гипергео-

метрического распределения вероятностей): 

Если число шаров в урне очень велико, то извлечение одно-

го, двух, трех шаров почти не меняет пропорцию белых и чер-

ных шаров в урне, так что вероятности PN,K(n, k) не очень отли-

чаются от вероятностей в процедуре выбора с возвращением 

P(получить ровно k белых шаров при выборе n шаров с возвра-

щением): 

 

Сформулируем нашу первую предельную теорему. 

Теорема 15. Если N → ∞ и K → ∞ так, что K/N → p  (0, 1)  

то для любых фиксированных n, 0<=k<=n 

 

5.5. Независимые испытания с несколькими исходами 

 

Рассмотрим следующий пример, когда из двух очень похожих 

вопросов на один можно ответить, пользуясь формулой Бернулли, 

а для другого этой формулы оказывается недостаточно. 

Пример 20. Игральная кость подбрасывается 15 раз. Найти 

вероятности следующих событий: 

а) выпадет ровно 10 шестерок; б) выпадет ровно 10 шесте-

рок и три единицы. 
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а) есть 15 испытаний схемы Бернулли с вероятностью успе-

ха 1/6 (выпадение шестерки). Вероятность десяти успехов в 15 

испытаниях равна .
6

1
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б) здесь каждое испытание имеет три, а не два исхода: выпа-

дение шестерки, выпадение единицы, выпадение остальных гра-

ней. Воспользоваться формулой для числа успехов в схеме Бер-

нулли не удается — перед нами уже не схема Бернулли. 

Осталось изобрести формулу для подсчета вероятности каж-

дому исходу в нескольких независимых испытаниях выпасть 

нужное число раз, если в одном испытании возможно не два,  

а более исходов. 

Пусть в одном испытании возможны m исходов. Обозначим 

их цифрами 1, 2, …m. Пусть исход i в одном испытании случа-

ется с вероятностью рi, 1 ≤ i ≤ m  и .1
1




m

i

ip  

Обозначим через Р(n1,n2,…,nm) вероятность того, что в n = 

n1+ n2+ …+nm независимых испытаний исход 1 появился n1, раз, 

исход 2 – n2 раз,… 

Теорема 16. Для любого n и любых целых n1 ≥ 0… nm ≥ 0 

таких, что n1+ n2+ …+nm = n, верна формула: 

mn

m

n

m

m pp
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1

1
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Доказательство. Рассмотрим один элементарный исход, 

благоприятствующий выпадению n1 единиц, n2 двоек, … , nm  раз 

m-ок: 

 ),...,,...2,...,2,1,...,1(

21


mnnn

mm  

Это результат n экспериментов, когда все нужные исходы 

появились в некотором заранее заданном порядке. Вероятность 

такого результата n независимых испытаний равна ....1

1
mn

m

n
pp  

Все остальные благоприятные исходы отличаются лишь 

расположением чисел 1, 2, … m на n местах. Число таких исхо-
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дов равно числу способов расставить на n местах n1 единиц, n2 

двоек,  … , nm  раз чисел m, то есть 

.
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Теперь мы можем вернуться к примеру 20(б) и выписать от-

вет: так как вероятности выпадения шестерки и единицы равны 

1/6, а вероятность третьего исхода (выпали любые другие грани) 

равна 4/6, то вероятность получить 10 шестерок, 3 единицы и 

еще 2 других очка равна .
6
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5.6. Теорема Пуассона для схемы Бернулли 

 

Предположим, нам нужна вероятность получить не менее 

десяти успехов в 1000 испытаний схемы Бернулли с вероятно-

стью успеха 0,003. Вероятность этого события равна любому из 

следующих выражений: 

    kk

k

kkk

k

k CC 
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  1000
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1000

1000
1000

10

1000 )997,0(003,01)997,0(003,0  

и вычисление даже одного слагаемого в каждом из этих вы-

ражений весьма проблематично. 

Сформулируем теорему о приближенном вычислении веро-

ятности какого-либо числа успехов в большом числе испытаний 

схемы Бернулли с маленькой вероятностью успеха. Термин 

«большое число» должен означать n → ∞. Если при этом  

p = pn→ 0, то, очевидно, вероятность получить любое конечное 

число успехов при растущем числе испытаний стремится к ну-

лю. Необходимо чтобы вероятность успеха p = pn→ 0 одновре-

менно с ростом числа испытаний. Но от испытания к испытанию 

вероятность успеха меняться не может (см. определение схемы 

Бернулли). 
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Поэтому рассмотрим «схему серий»:  

- одно испытание ○  с вероятностью успеха p1 

- два испытания ○ , ○  с вероятностью успеха p2 

… 

- n испытаний ○ , … , ○ с вероятностью успеха pn 

… 

Вероятность успеха меняется не внутри одной серии ис-

пытаний, а от серии к серии, когда меняется общее число ис-

пытаний. Обозначим через vn число успехов в n-той серии испы-

таний. 

Теорема 17 (теорема Пуассона). 

Пусть n → ∞ , pn→ 0 так, что n pn→ λ > 0. Тогда для любого 

k ≥ 0 вероятность получить k успехов в n испытаниях схемы 

Бернулли с вероятностью успеха pn стремится к величине  
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nn для n → ∞ , pn→ 0 так, что n 

pn→ λ 

Определение 22. Пусть λ > 0 — некоторая постоянная. На-

бор чисел .,..2,1,0
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
  называется распределением Пуассона 

с параметром λ. 

Пользуясь теоремой 17, можно приближенно посчитать ве-

роятность получить не менее десяти успехов в 1000 испытаний 

схемы Бернулли с вероятностью успеха 0,003, с вычисления ко-

торой мы начали. Поскольку n = 1000 «велико», а pn = 0,003 

«мало», то, взяв λ = n pn = 3 , можно написать приближенное ра-

венство 
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Осталось решить, а достаточно ли n=10
3
 «велико», а pn = 

0,003 «мало», чтобы заменить точную вероятность P(vn = k) на 

приближенное значение .
!

 
k

k

 

Для этого нужно уметь оценивать разницу между этими 

двумя вероятностями. 

Теорема 18 (теорема Пуассона с оценкой погрешности). 

Пусть A  {0, 1, …, n}  — произвольное множество целых 

неотрицательных чисел, vn — число успехов в n испытаниях 

схемы Бернулли с вероятностью успеха p, λ = n p. Тогда 
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Таким образом, теорема 18 предоставляет нам возможность 

самим решать, достаточно ли n «велико», а p «мало», руково-

дствуясь полученной величиной погрешности. 

Какова же погрешность в формуле (6)? 
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Погрешность не более 0,009 (при вероятности около 0,001). 

Во всяком случае, можно утверждать, что искомая вероятность 

никак не больше, чем 0,01 = 0,001 + 0,009. 

Рассмотрим еще одну формулу приближенного вычисления 

pn (m) когда n велико. В отличие от предыдущего результата 

число успехов m в этом случае тоже растет с ростом n, а вероят-

ность успеха постоянна. 

Локальная теорема Муавра – Лапласа  

Пусть 
npq

npm
xn


 . Предположим, что  nm , и величины nx

являются ограниченными. Тогда .
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В частности, если xxn  , то .
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Доказательство. 

В силу ограниченности величин 
nx  разность mn вместе с 

n и m воспользуемся формулой Стирлинга 
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В силу определения      
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Задачи  

 

1. Вероятность появления бракованной детали равна 0,008. 

Найти вероятность того, что из 600 случайно отобранных дета-

лей окажется 4 бракованных. 

2.  В партии из 1000 изделий имеются 10 дефектных. Найти 

вероятность того, что среди 50 изделий, взятых наудачу из этой 

партии, ровно три окажутся дефектными. 

3. Устройство, состоящее из пяти независимо работающих 

элементов, включается за время Т. Вероятность отказа каждого из 

них за это время равна 0,2. Найти вероятность того, что откажут: 

а) три элемента; 

б) не менее четырех элементов; 
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в) хотя бы один элемент. 

4. Сколько следует сыграть партий в шахматы с вероятно-

стью победы в одной партии, равной 1/3, чтобы наивероятней-

шее число побед было равно 5? 

5.  Пусть вероятность того, что телевизор потребует ремонта в 

течение гарантийного срока, равна 0,2. Найти вероятность того, 

что в течение гарантийного срока из 6 телевизоров: а) не более од-

ного потребует ремонта; б) хотя бы один не потребует ремонта. 

6. Что более вероятно выиграть у равносильного противни-

ка: не менее двух партий из трёх или не более одной из двух? 

7. Найти вероятность того, что событие А появится не менее 

трех раз в четырех независимых испытаниях, если вероятность 

появления события А в одном испытании равна 0,4. 

8. Событие В появится в случае, если событие А наступит не 

менее четырех раз. Найти вероятность наступления события В, 

если будет произведено пять независимых испытаний, в каждом 

из которых вероятность появления события А равна 0,8. 

9. С базы в магазин отправлено 4000 тщательно упакован-

ных доброкачественных изделий. Вероятность того, что изделие 

повредится в пути, равна 0,0005. Найти вероятность того, что из 

4000 изделий в магазин прибудут 3 испорченных изделия. 

10. В банк отправлено 4000 пакетов денежных знаков. Веро-

ятность того, что пакет содержит недостаточное или избыточное 

число денежных знаков, равна 0,0001. Найти вероятность того, 

что при проверке будет обнаружено: 

а) три ошибочно укомплектованных пакета; 

б) не более трех пакетов. 

 

Контрольная работа  

 

Вариант 1 

1. Пусть проводится n  6 независимых испытаний, в каж-

дом из которых вероятность появления события A постоянна и 
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равна p  0,1. Найти вероятность того, что в данной серии испы-

таний событие A появится m  3 раза. 

2. Стрелок делает 6 выстрелов по мишени. Вероятность по-

падания при одном выстреле 3/2 . Найти вероятность того, что 

он попал 4 раза. 

3. Производится 5 выстрелов в мишень. Вероятность попа-

дания при каждом выстреле равна 3/4 . Найти вероятность того, 

что в мишени будет не менее трех, но и не более четырех пробо-

ин. Найти наивероятнейшее число попаданий и соответствую-

щую ему вероятность. 

4. В каждой из восьми урн имеется 10 белых и 5 черных ша-

ров. Из каждой урны извлекли по одному шару. Что вероятнее: 

появление двух черных и шести белых или трех черных и пяти 

белых шаров? 

5. Вероятность того, что ПК дает сбой при нажатии клави-

ши, равна 0,0002. Определить вероятность того, что при наборе 

текста, состоящего из 5000 знаков, не произойдет ни одного 

сбоя. 

6. Автомат по продаже воды не срабатывает в среднем в од-

ном случае из тысячи. Какова вероятность того, что он не срабо-

тает в трех случаях из ста. 

 

Вариант 2 

1. В результате обследования были выделены семьи, имею-

щие по 4 ребенка. Считая вероятности появления мальчика и де-

вочки в семье равными, определить вероятности появления в 

ней: а) одного мальчика; б) двух мальчиков. 

2. Статистика аудиторских проверок компании утверждает, 

что вероятность обнаружения ошибки в каждом проверяемом 

документе равна 0,1. Какова вероятность, что из десяти прове-

ряемых документов девять из них не будет содержать ошибки? 



 

58 

 

3. Вероятность поражения стрелком мишени равна 0,5. Най-

ти вероятность того, что при 8 выстрелах мишень будет пораже-

на от 5 до 7 раз. 

4. Для вычислительной лаборатории приобретено девять 

компьютеров, причем вероятность брака для одного компьютера 

равна 0,1. Какова вероятность, что придется заменить более двух 

компьютеров. 

5. Вероятность сбоя в работе банкомата при каждом запросе 

равна 0,0019. Банкомат обслуживает 2000 клиентов за неделю. 

Определить вероятность того, что при этом число сбоев не пре-

взойдет 3. 

6. В новом микрорайоне поставлено 10000 кодовых замков 

на входных дверях домов. Вероятность выхода из строя одного 

замка в течение месяца равна 0,0002. Найти вероятность того, 

что за месяц откажет ровно 1 замок. 

 

 

  



 

59 

 

Задачи 
 

 

Классическое определение вероятности 

 

1. На экзамен вынесено 60 вопросов. Андрей не выучил  

3 из них. Найдите вероятность того, что ему попадется выучен-

ный вопрос. 

2.  В фирме такси в данный момент свободно 20 машин:  

10 черных, 2 желтых и 8 зеленых. По вызову выехала одна из 

машин, случайно оказавшаяся ближе всего к заказчице. Найдите 

вероятность того, что к ней приедет зеленое такси. 

3. На тарелке 16 пирожков: 7 с рыбой, 5 с вареньем и 4 с 

вишней. Юля наугад выбирает один пирожок. Найдите вероят-

ность того, что он окажется с вишней. 

4. В случайном эксперименте бросают две игральные кости. 

Найдите вероятность того, что в сумме выпадет 8 очков. Резуль-

тат округлите до сотых. 

5. В случайном эксперименте симметричную монету броса-

ют дважды. Найдите вероятность того, что орел выпадет ровно 

один раз. 

6. В чемпионате по гимнастике участвуют 20 спортсменок:  

8 из России, 7 из США, остальные — из Китая. Порядок, в кото-

ром выступают гимнастки, определяется жребием. Найдите ве-

роятность того, что спортсменка, выступающая первой, окажет-

ся из Китая. 

7. В среднем из 2000 садовых насосов, поступивших в про-

дажу, 10 подтекают. Найдите вероятность того, что один слу-

чайно выбранный для контроля насос не подтекает. 

8. Фабрика выпускает сумки. В среднем на 100 качественных 

сумок приходится 8 сумок со скрытыми дефектами. Найдите ве-

роятность того, что купленная сумка окажется качественной. Ре-

зультат округлите до сотых. 
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9.  В соревнованиях по толканию ядра участвуют 4 спорт-

смена из Финляндии, 7 спортсменов из Дании, 9 спортсменов из 

Швеции и 5 — из Норвегии. Порядок, в котором выступают 

спортсмены, определяется жребием. Найдите вероятность того, 

что спортсмен, который выступает последним, окажется из 

Швеции. 

10. Научная конференция проводится 5 дней. Всего запла-

нировано 75 докладов — первые 3 дня по 17 докладов, осталь-

ные распределены поровну между четвертым и пятым днями. 

Порядок докладов определяется жеребьевкой. Какова вероят-

ность, что доклад профессора М. окажется запланированным на 

последний день конференции? 

11. Перед началом первого тура чемпионата по бадминтону 

участников разбивают на игровые пары случайным образом с по-

мощью жребия. Всего в чемпионате участвует 26 бадминтони-

стов, среди которых 10 участников из России, в том числе Руслан 

Орлов. Найдите вероятность того, что в первом туре Руслан Ор-

лов будет играть с каким-либо бадминтонистом из России? 

12. В чемпионате мира участвуют 14 команд. С помощью 

жребия их нужно разделить на четыре группы по четыре коман-

ды в каждой. В ящике вперемешку лежат карточки с номерами 

групп: 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, . Капитаны команд тянут 

по одной карточке. Какова вероятность того, что команда России 

окажется во второй группе? 

13. На клавиатуре телефона 10 цифр, от 0 до 9. Какова веро-

ятность того, что случайно нажатая цифра будет четной? 

14. Какова вероятность того, что случайно выбранное нату-

ральное число от 10 до 19 делится на три? 

15. В группе 5 туристов. С помощью жребия они выбирают 

двух человек, которые должны идти в село за продуктами. Ту-

рист А. хотел бы сходить в магазин, но он подчиняется жребию. 

Какова вероятность того, что А. пойдет в магазин? 
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16. Перед началом футбольного матча судья бросает монет-

ку, чтобы определить, какая из команд начнет игру с мячом. Ко-

манда «Физик» играет 3 матча с разными командами. Найдите 

вероятность того, что в этих играх «Физик» выиграет жребий 

ровно 2 раза. 

17. Игральный кубик бросают дважды. Сколько элементар-

ных исходов опыта благоприятствуют событию «А = сумма оч-

ков равна 5»? 

18. На рок-фестивале выступают группы — по одной от ка-

ждой из заявленных стран. Порядок выступления определяется 

жребием. Какова вероятность того, что группа из Дании будет 

выступать после группы из Швеции и после группы из Норве-

гии? Результат округлите до сотых. 

19. На экзамене 40 вопросов. Дима не выучил 6 из них. 

Найдите вероятность того, что ему попадется выученный во-

прос. 

20.  В фирме такси в данный момент свободно 16 машин:  

4 черных, 3 синих и 9 белых. По вызову выехала одна из машин, 

случайно оказавшаяся ближе всего к заказчице. Найдите вероят-

ность того, что к ней приедет черное такси. 

21. Из 900 собранных на заводе телевизоров 10 штук брако-

ванных. Эксперт проверяет один наугад выбранный телевизор из 

этих 900. Найдите вероятность того, что проверяемый телевизор 

окажется бракованным. 

22. В урне 9 красных, 6 желтых и 5 зеленых шаров. Из урны 

наугад достают один шар. Какова вероятность того, что этот шар 

окажется желтым?      

23. Петя, Вика, Катя, Игорь, Антон, Полина бросили жре-

бий — кому начинать игру. Найдите вероятность того, что начи-

нать игру должен будет мальчик. 

24. В чемпионате мира участвуют 16 команд. С помощью 

жребия их нужно разделить на четыре группы по четыре коман-

ды в каждой. В ящике вперемешку лежат карточки с номерами 
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групп: 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4. Капитаны команд 

тянут по одной карточке. Какова вероятность того, что команда 

России окажется во второй группе? 

25. В лыжных гонках участвуют 11 спортсменов из России, 

6 спортсменов из Норвегии и 3 спортсмена из Швеции. Порядок, 

в котором спортсмены стартуют, определяется жребием. Найди-

те вероятность того, что первым будет стартовать спортсмен не 

из России. 

26. На каждые 500 электрических лампочек приходится 5 

бракованных. Какова вероятность купить исправную лампочку? 

27. В группе 8 туристов. С помощью жребия они выбирают 

шестерых человек, которые должны идти в село в магазин за 

продуктами. Какова вероятность того, что турист Д., входящий в 

состав группы, пойдет в магазин? 

28. В чемпионате по футболу участвуют 16 команд, которые 

жеребьевкой распределяются на 4 группы: A, B, C и D. Какова 

вероятность того, что команда России не попадает в группу A? 

29. На турнир по шахматам прибыло 26 участников, в том 

числе Коля и Толя. Для проведения жеребьевки первого тура 

участников случайным образом разбили на две группы по 13 че-

ловек. Найти вероятность того, что Коля и Толя попадут в раз-

ные группы.   

30. В классе 16 учащихся, среди них два друга — Вадим и 

Сергей. Учащихся случайным образом разбивают на 4 равные 

группы. Найдите вероятность того, что Вадим и Сергей окажут-

ся в одной группе. 

 

Теоремы о вероятностях событий 

 

1. Две фабрики выпускают одинаковые стекла для автомо-

бильных фар. Первая фабрика выпускает 45 % этих стекол, вто-

рая — 55 %. Первая фабрика выпускает 3 % бракованных сте-
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кол, а вторая — 1 %. Найдите вероятность того, что случайно 

купленное в магазине стекло окажется бракованным. 

2. Если гроссмейстер А. играет белыми, то он выигрывает у 

гроссмейстера Б. с вероятностью 0,52. Если А. играет черными, 

то А. выигрывает у Б. с вероятностью 0,3. Гроссмейстеры А. и Б. 

играют две партии, причем во второй партии меняют цвет фи-

гур. Найдите вероятность того, что А. выиграет оба раза. 

3. На экзамене по геометрии школьнику достается один во-

прос из списка экзаменационных вопросов. Вероятность того, 

что это вопрос на тему «Вписанная окружность», равна 0,2. Ве-

роятность того, что это вопрос на тему «Параллелограмм», равна 

0,15. Вопросов, которые одновременно относятся к этим двум 

темам, нет. Найдите вероятность того, что на экзамене школьни-

ку достанется вопрос по одной из этих двух тем. 

4. В торговом центре два одинаковых автомата продают 

кофе. Вероятность того, что к концу дня в автомате закончится 

кофе, равна 0,3. Вероятность того, что кофе закончится в обоих 

автоматах, равна 0,12. Найдите вероятность того, что к концу 

дня кофе останется в обоих автоматах. 

5. Биатлонист 5 раз стреляет по мишеням. Вероятность по-

падания в мишень при одном выстреле равна 0,8. Найдите веро-

ятность того, что биатлонист первые три раза попал в мишени, а 

последние два промахнулся. Результат округлите до сотых. 

6. В магазине стоят два платежных автомата. Каждый из 

них может быть неисправен с вероятностью 0,05 независимо от 

другого автомата. Найдите вероятность того, что хотя бы один 

автомат исправен. 

7. Помещение освещается фонарем с двумя лампами. Веро-

ятность перегорания лампы в течение года равна 0,3. Найдите 

вероятность того, что в течение года хотя бы одна лампа не пе-

регорит. 

8. Вероятность того, что новый электрический чайник про-

служит больше года, равна 0,97. Вероятность того, что он про-
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служит больше двух лет, равна 0,89. Найдите вероятность того, 

что он прослужит меньше двух лет, но больше года. 

9. Агрофирма закупает куриные яйца в двух домашних хо-

зяйствах. 40 % яиц из первого хозяйства — яйца высшей катего-

рии, а из второго хозяйства — 20 % яиц высшей категории. Все-

го высшую категорию получает 35 % яиц. Найдите вероятность 

того, что яйцо, купленное у этой агрофирмы, окажется из перво-

го хозяйства. 

10. Ковбой Джон попадает в муху на стене с вероятностью 

0,9, если стреляет из пристрелянного револьвера. Если Джон 

стреляет из не пристрелянного револьвера, то он попадает в му-

ху с вероятностью 0,2. На столе лежит 10 револьверов, из них 

только 4 пристрелянные. Ковбой Джон видит на стене муху, 

наудачу хватает первый попавшийся револьвер и стреляет в нее. 

Найдите вероятность того, что Джон промахнется. 

11. На экзамене по геометрии школьнику достается один 

вопрос из списка экзаменационных вопросов. Вероятность того, 

что это вопрос на тему «Тригонометрия», равна 0,25. Вероят-

ность того, что это вопрос на тему «Внешние углы», равна 0,1. 

Вопросов, которые одновременно относятся к этим двум темам, 

нет. Найдите вероятность того, что на экзамене школьнику дос-

танется вопрос по одной из этих двух тем. 

12. В торговом центре два одинаковых автомата продают 

кофе. Вероятность того, что к концу дня в автомате закончится 

кофе, равна 0,35. Вероятность того, что кофе закончится в обоих 

автоматах, равна 0,2. Найдите вероятность того, что к концу дня 

кофе останется в обоих автоматах. 

13.  Биатлонист 9 раз стреляет по мишеням. Вероятность 

попадания в мишень при одном выстреле равна 0,85. Найдите 

вероятность того, что биатлонист первые 4 раза попал в мишени, 

а последние пять промахнулся. Результат округлите до сотых. 

14. В магазине стоят два платежных автомата. Каждый из 

них может быть неисправен с вероятностью 0,02 независимо от 
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другого автомата. Найдите вероятность того, что хотя бы один 

автомат исправен. 

15. Помещение освещается фонарем с тремя лампами. Ве-

роятность перегорания одной лампы в течение года равна 0,21. 

Найдите вероятность того, что в течение года хотя бы одна лам-

па не перегорит. Результат округлите до тысячных. 

16. Вероятность того, что новый тостер прослужит больше 

года, равна 0,94. Вероятность того, что он прослужит больше 

двух лет, равна 0,8. Найдите вероятность того, что он прослужит 

меньше двух лет, но больше года. 

17. Агрофирма закупает куриные яйца в двух домашних хо-

зяйствах. 50 % яиц из первого хозяйства — яйца высшей катего-

рии, а из второго хозяйства — 80 % яиц высшей категории. Все-

го высшую категорию получает 40 % яиц. Найдите вероятность 

того, что яйцо, купленное у этой агрофирмы, окажется из перво-

го хозяйства. 

18.  Ковбой Джон попадает в муху на стене с вероятностью 

0,8, если стреляет из пристрелянного револьвера. Если Джон 

стреляет из не пристрелянного револьвера, то он попадает в му-

ху с вероятностью 0,4. На столе лежит 20 револьверов, из них 

только 6 пристрелянные. Ковбой Джон видит на стене муху, 

наудачу хватает первый попавшийся револьвер и стреляет в нее. 

Найдите вероятность того, что Джон промахнётся. 

19. Из студенческой группы, в которой 10 парней и 12 де-

вушек, для анкетирования произвольным образом отбирают 

5 человек. Найти вероятность того, что среди них будет хотя бы 

одна девушка. 

20. В двух коробках находятся однотипные диоды. В пер-

вой — 20 шт., из них 2 неисправных; во второй — 10 шт., из них 

4 неисправных. Наугад была выбрана коробка, а затем из нее 

наугад был выбран диод. Он оказался неисправным. Найти веро-

ятность того, что он был взят из второй коробки. 
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21. Вероятность того, что новая шариковая ручка пишет 

плохо (или не пишет), равна 0,19. Покупатель в магазине выби-

рает одну такую ручку. Найдите вероятность того, что эта ручка 

пишет хорошо. 

 

Формулы полной вероятности и Байеса 

 

1. В двух коробках однотипные конденсаторы. В первой — 

20 штук, из них 3 неисправных; во второй — 40 штук, из них  

2 неисправных. Наугад была выбрана коробка, а затем из нее 

наугад был выбран конденсатор. Он оказался неисправным. 

Найти вероятность того, что он был взят из первой коробки. 

2. На базе находятся лампы, изготовленные на двух заводах. 

Из них 70 % изготовлено на первом заводе, а 30 % — на втором. 

Известно, что 90 % ламп, изготовленных на первом заводе, соот-

ветствуют стандарту, а среди ламп, изготовленных на втором за-

воде, соответствуют стандарту лишь 80 %. Найти вероятность, 

что взятая наугад лампа с базы будет соответствовать стандарту. 

3. Радиосообщение может быть передано днем (с вероятно-

стью 3/4), либо ночью (с вероятностью 1/4). Из-за помех вероят-

ность его успешного приема составляет днем 60 %, а ночью  

80 %. Найти вероятность, что сообщение будет принято.  

4. В город поступило 3000 л молока с первого завода и  

3500 — со второго завода. Известно, что средний процент не-

пригодного молока среди продукции первого завода равен 1,5 %, 

второго — 1 %. Найти вероятность того, что купленный литр 

молока в этом городе окажется непригодным. 

5 .Статистика запросов кредитов в банке такова: 10 % — го-

сударственные органы, 20 % — другие банки, остальные — фи-

зические лица. Вероятности того, что взятый кредит не будет 

возвращён, составляют 0,01, 0,05 и 0,2 соответственно. Опреде-

лить, какая доля кредитов в среднем не возвращается. 
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6. Партия ламп на 20% изготовлена первым заводом, на 

50 % — вторым, на 30 % — третьим. Вероятность брака для пер-

вого завода равна 0,02, для второго – 0,03, для третьего 0,01. Ка-

кова вероятность того, что взятая наугад лампа окажется добро-

качественной? 

7. На склад поступает продукция трех фабрик. Продукция 

первой фабрики составляет 25 % , второй — 35 % , третьей — 

40 % , причем процент брака для первой фабрики равен 1 % , для 

второй — 3% , для третьей — 2%. Какова вероятность того, что 

наудачу взятое изделие окажется стандартным? 

8. На склад поступает продукция трех фабрик. Продукция 

первой фабрики составляет 20 % , второй — 35 % , третьей —  

45 %, причем процент брака для первой фабрики равен 3 % , для 

второй — 2 % , для третьей — 4 %. Найдите вероятность того, 

что наудачу взятое стандартное изделие изготовлено на первой 

фабрике. 

9. Имеется три одинаковых по виду ящика. В первом ящике 

10 белых и 8 черных шаров, во втором 20 белых и 16 черных 

шаров, в третьем 18 черных шаров и 2 белых шара. Найдите ве-

роятность того, что наудачу выбранный белый шар вынут из 

второго ящика. 

10. На сессии студенту предстоит сдать экзамен по трем 

предметам. Студент освоил 90 % вопросов по первому предмету, 

95 % по второму и 50 % по третьему. Какова вероятность того, 

что студент успешно сдаст: а) все экзамены; б) хотя бы два экза-

мена? 

11. В первой урне 4 белых и 6 черных шара, во второй – 7 

белых и 3 черных. Из наудачу взятой урны вынули шар. Какова 

вероятность того, что он белый? 

12. Электролампы изготавливаются на трех заводах. 1-й за-

вод производит 30 % общего количества ламп, 2-й — 55 %,  

а 3-й — остальную часть. Продукция 1-го завода содержит 1 % 

бракованных ламп, 2-го — 1,5 %, 3-го — 2 %. В магазин посту-
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пает продукция всех трех заводов. Купленная лампа оказалась 

с браком. Какова вероятность того, что она произведена 2-м 

заводом? 

13. В студенческой группе 3 человека имеют высокий уро-

вень подготовки, 19 человек — средний и 3 — низкий. Вероят-

ности успешной сдачи экзамена для данных студентов соот-

ветственно равны: 0,95; 0,7 и 0,4. Известно, что один студент 

сдал экзамен. Какова вероятность того, что: а) он был подго-

товлен очень хорошо; б) был подготовлен средне; в) был под-

готовлен плохо? 

14. Три цеха завода производят однотипные детали, которые 

поступают на сборку в общий контейнер. Известно, что первый 

цех производит в 2 раза больше деталей, чем второй цех, и в  

4 раза больше третьего цеха. В первом цехе брак составляет 

12 %, во втором — 8 %, в третьем — 4 %. Для контроля из кон-

тейнера берется одна деталь. Какова вероятность того, что она 

окажется бракованной? Какова вероятность того, что извлечен-

ную бракованную деталь выпустил 3-й цех? 

15. В эксперименте используются карточки белого и зелено-

го цветов, на которых изображены геометрические фигуры: 

квадрат или треугольник. Вероятность того, что на зеленой кар-

точке изображен треугольник, равна 0,85. Для белой карточки 

эта вероятность равна 0,9. Найти вероятность того, что наудачу 

взятая карточка будет содержать треугольник, если в экспери-

менте используется одинаковое количество карточек зеленого и 

белого цветов. 

16. Прибор, установленный на борту самолета, может рабо-

тать в двух режимах: в условиях нормального крейсеровского 

полета и в условиях перегрузки при взлете и посадке. Крейсер-

ский режим полета составляет 80 % всего времени полета, усло-

вия перегрузки — 20 %. Вероятность выхода прибора из строя за 

время полета в нормальном режиме равна 0,1, в условиях пере-
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грузки — 0,4. Найти вероятность того, что прибор не откажет в 

течение всего полета. 

17. В пирамиде 5 винтовок, три из которых снабжены оп-

тическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит 

мишень при выстреле из винтовки с оптическим прицелом, 

равна 0,95; для винтовки без оптического прицела эта вероят-

ность равна 0,7. Найти вероятность того, что мишень будет 

поражена, если стрелок производит один выстрел из наудачу 

взятой винтовки. 

18. Двигатель работает в трех режимах: нормальном, фор-

сированном и на холостом ходу. В режиме холостого хода ве-

роятность его выхода из строя равна 0,05, при нормальном ре-

жиме работы — 0,1, а при форсированном — 0,7. 70 % време-

ни двигатель работает в нормальном режиме, а 20 % — в фор-

сированном. Какова вероятность выхода из строя двигателя во 

время работы? 

19. На склад поступило две партии изделий: первая — 

4000 штук, вторая — 6000 штук. Средний процент нестан-

дартных изделий в первой партии составляет 20 %, а во вто-

рой — 10 %. Наудачу взятое со склада изделие оказалось 

стандартным. Найти вероятность того, что оно: а) из первой 

партии, б) из второй партии. 

 

Формулы Бернулли и Пуассона 

 

1. Из n аккумуляторов за год хранения k выходит из строя. 

Наудачу выбирают m аккумуляторов. Определить вероятность 

того, что среди них L исправных. N = 100, k = 7, m = 5, L = 3. 

2. Устройство, состоящее из пяти независимо работающих 

элементов, включается за время Т. Вероятность отказа каждого 

из них за это время равна 0,2. Найти вероятность того, что отка-

жут: а) три элемента; б) не менее четырех элементов; в) хотя бы 

один элемент. 
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3. Вероятность того, что телевизор потребует ремонта в те-

чение 5 лет, равна 0,3. Найти вероятность того, что из 30 куп-

ленных телевизоров в течение 5 лет не менее 4 телевизоров по-

требуют ремонта. 

4. Вероятность выиграть по одному билету лотереи равна 

1/7. Какова вероятность, имея 7 билетов, выиграть а) по двум 

билетам; б) по трем билетам? 

5. У дикорастущей земляники красная окраска ягод домини-

рует над розовой; этот признак передается по наследству. В не-

которой популяции земляники вероятность встретить растение с 

красными ягодами равна 0,7. Какова вероятность того, что среди 

отобранных случайным образом 8 растений этой популяции яго-

ды будут иметь: а) 6 растений; б) не менее шести растений? 

6. Монету бросают 5 раз. Найти вероятность того, что орел 

выпадет: а) менее 2 раз; б) не менее 2 раз. 

7. Частица пролетает последовательно мимо 5 счетчиков. 

Каждый счетчик независимо от остальных отмечает ее пролет с 

вероятностью 0,8. Частица считается зарегистрированной, если 

она отмечена не менее чем 2 счетчиками. Найти вероятность за-

регистрировать частицу. 

8. В телеателье имеется 7 телевизоров. Для каждого телеви-

зора вероятность того, что в данный момент он включен, равна 

0,6. Найти вероятность того, что в данный момент включены:  

а) четыре телевизора; б) хотя бы один телевизор; в) не менее 

трех телевизоров. 

9. При включении зажигания двигатель начнет работать с 

вероятностью 0,9. Найти вероятность того, что для запуска дви-

гателя потребуется включать зажигание не более трех раз. 

10. Сколько нужно взять случайных цифр, чтобы среди них 

с вероятностью, не меньшей 0,95, цифра 2 появилась хотя бы 

один раз? 

11. При формировании группы для проведения специально-

го социологического опроса необходимо отобрать 10 человек, 
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удовлетворяющих определенным требованиям. Вероятность то-

го, что наугад выбранный человек удовлетворяет этим требова-

ниям, равна 0,2. Найти вероятность того, что при отборе придет-

ся тестировать ровно 20 человек. 

12. Радиоаппаратура состоит из 1000 электроэлементов. 

Вероятность отказа одного элемента в течение одного года ра-

боты равна 0,001 и не зависит от состояния других элементов. 

Какова вероятность отказа двух и не менее двух электроэле-

ментов за год? 

13. Математическое ожидание числа отказов радиоаппара-

туры за 10 000 часов работы равно 10. Определить вероятность 

отказа радиоаппаратуры за 100 часов работы. 

14. Вероятность того, что любой абонент позвонит на ком-

мутатор в течение часа, равна 0,01. Телефонная станция обслу-

живает 300 абонентов. Какова вероятность, что в течение часа 

позвонят 4 абонента? 

15. Аппаратура содержит 2000 одинаково надежных элемен-

тов, вероятность отказа для каждого из которых равна  

р = 0,0005. Какова вероятность отказа аппаратуры, если он на-

ступает при отказе хотя бы одного из элементов? 

16. В течение часа коммутатор получает в среднем 60 вызо-

вов. Какова вероятность того, что за время 30 с, в течение кото-

рых телефонистка отлучилась, не будет ни одного вызова? 

17. Вероятность того, что изделие не выдержит испытания, 

равна 0,001. Найти вероятность того, что из 5000 изделий более 

чем одно не выдержит испытания. Сравнить результаты расче-

тов, полученных с использованием распределения Пуассона и с 

использованием биномиального распределения. В последнем 

случае расчет производить с помощью семизначных таблиц ло-

гарифмов. 

18. За рассматриваемый период времени среднее число 

ошибочных соединений, приходящееся на одного телефонного 
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абонента, равно 8. Какова вероятность, что для данного абонента 

число ошибочных соединений будет больше 4? 

19. Найти вероятность того, что среди 200 изделий окажется 

более трех бракованных, если в среднем бракованные изделия 

составляют 1 %. 

20. Вероятность изготовления бракованных деталей при их 

массовом производстве равна р = 0,001. Определить вероятность 

того, что в партии из 800 деталей будет: а) ровно 2 бракованные, 

б) не более двух. 
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Вопросы для самопроверки  
и подготовки к экзамену (зачету) 

 

1. Предмет и основные определения теории вероятностей. Какое со-

бытие называется достоверным? Приведите пример. 

2. Какое событие называется невозможным? Приведите пример. 

3. Какое событие называется случайным? Приведите пример. 

4. Что называется вероятностью? 

5. Чему равна вероятность достоверного события? 

6. Чему равна вероятность невозможного события? 

7. Какие комбинации элементов называются сочетанием? 

8. Какие комбинации элементов называются размещением? 

9. Какие комбинации элементов называются перестановками? 

10. Запишите формулу числа сочетаний. 

11. Запишите формулу числа размещений. 

12. Запишите формулу числа перестановок. 

13. Какие события называются несовместными? Приведите пример. 

14. Какие события называются независимыми? Приведите пример. 

15. Что называется суммой событий? Приведите пример. 

16. Что называется произведением событий? Приведите пример 

17. Классическое определение вероятности.  

18. Свойства вероятности, вытекающие из классического определе-

ния. Примеры.  

19. Статистическое определение вероятности, его особенности и 

связь с классическим определением. 

20. Полная группа несовместных событий, противоположные собы-

тия, свойства их вероятностей. 

21. Зависимые и независимые события.  

22. Условные и безусловные вероятности.  

23. Теоремы умножения вероятностей. 

24. Теоремы сложения вероятностей.  

25. Формула полной вероятности.  

26. Формула Байеса.  

27. Формула Бернулли.  

28. Биномиальное распределение.  

29. Наивероятнейшее число появлений события. 

30. Формула Пуассона. Закон распределения вероятностей редких 

событий. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 

В настоящем пособии автором были рассмотрены основные 

вопросы теории вероятностей, необходимые для дальнейшего 

успешного усвоения курса математики. 

Самостоятельная форма работы студентов над учебным ма-

териалом предполагает изучение лекций, учебников, решение 

задач, выполнение индивидуальных заданий. Задачи контроль-

ной работы и вопросы для самопроверки имеют своей целью 

оказать помощь студенту в работе, т. к. ответы на вопросы и 

проверка этих работ показывают степень усвоения пройденного 

материала и выявляют пробелы в знаниях. 
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