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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Настоящее пособие является справочным материалом по 

решению примеров и типовых задач. Содержание пособия опре-

деляется типовой программой курса высшей математики для 

высших учебных заявлений. 

Учебное пособие предназначено для студентов гуманитар-

ного образования различных специальностей всех форм обуче-

ния. В пособии даны необходимые теоретические сведения, под-

робно разобраны примеры типовых задач, также даны задания 

для самостоятельного решения.  

Элементы аналитической геометрии изучаются на многих 

факультетах первого курса. Пособие построено в соответствие 

с авторской и рабочей программой по курсу «Геометрия». 

В учебном пособии рассмотрены элементы аналитической 

геометрии на плоскости, а также даны примеры и задания по 

каждой теме раздела. 

В каждом параграфе пособия приводится необходимый тео-

ретический минимум и подробно разъясняется его использова-

ние на примерах и задачах различной трудности, а варианты ре-

шения систематизированы. 

После каждого параграфа есть примеры для самостоятель-

ного решения. В конце пособия есть контрольная работа и при-

меры типовых расчетов, которые помогут лучше понять изло-

женные в пособии задачи и примеры. 
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Глава  I 
 

ВЕКТОРНАЯ  АЛГЕБРА 
 
 

§ 1. Векторы. Линейные операции над векторами 
 

Те из физических величин, которые при выбранной системе 

единиц характеризуются одним числом, носят название скаляр-

ных. Например, плотность, масса тела, его температура, элек-

трический заряд и т. д. – скалярные величины. 

Величины, которые характеризуются не только числом, но 

еще и направлением в пространстве, называются векторными 

величинами, или просто векторами. К таким величинам отно-

сятся, например, скорость, ускорение, сила, напряженность, 

электрического или магнитного полей и т. д. Геометрически век-

торы изображаются направленными отрезками. Обозначать мы 

их будем одной буквой с черточкой   или двумя буквами с чер-

точкой,   , где точка A есть начало вектора (его точка приложе-

ния), а B – его конец. Длина вектора называется его модулем и 

обозначается | | или |  |. Вектор, длина которого равна нулю, 

называется нульвектором и обозначается   (или просто 0).  

Два вектора называются 

равными, если 1) равны их 

длины; 2) они параллельны;  

3) направлены в одну сторону. 

Иными словами, равные век-

торы получаются один из дру-

гого параллельным переносом в 

пространстве. Поэтому при 

необходимости можно тот или иной вектор параллельно перене-

сти в любую точку. Векторы называются коллинеарными, если 

они расположены на одной или на параллельных прямых, и ком-

Рис. 1 
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планарными, если они лежат на одной или на параллельных 

плоскостях. 

Вектор, длина которого равна единице, называется единичны 

вектором, или ортом. Орт обозначается  0
. 

Сложение векторов производится по правилу параллело-

грамма: векторы   и   сносятся в общую точку О, на них строят 

параллелограмм ОАСВ и его диагональ ОС называют суммой 

векторов   и   (рис. 1). 

Поскольку вектор АС равен  , то можно дать другое правило 

нахождения суммы   +   (правило треугольника): суммой век-

торов   и   является вектор, идущий из начала   в конец  , если 

вектор   приложен к концу вектора  , т. е. 

 

 ОА + АС = ОС                                      (1) 

 

Это правило распространяется на любое число слагаемых: 

если векторы 

 

   = ОА                                            (2) 

 

Разностью двух векторов   и   приведенных к общему на-

чалу О, является вектор, направленный их конца вектора    в ко-

нец уменьшаемого вектора  , т. е. 

 

  –   =                                              (3) 

 

Векторы можно не только складывать и вычитать, но и ум-

ножать на числа (на скаляры). Вектор   равен λ , где λ – неко-

торое число, если: 

1) λ коллинеарен  ,  
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2) длина вектора   отличается от длины  , в |λ| раз, т. е.  

| | = |λ| | |, 3) при λ > 0   и   направлены в одну сторону, при 

λ < 0 – в разные. 

Произведение вектора на скаляр обладает следующими 

свойствами:  

1) 1  =  ,                  2) 0  =  ,     =  ,       3)   (μ ) =( μ) , 

4) (λ + μ)   = λ  + μ ,                   5) λ(  +  ) = λ  +λ . 

Пусть даны ось l и вектор   =   . Проектируя начало и ко-

нец вектора на ось l, получим на ней вектор      (рис. 2, 3). Про-

екцией прl    вектора    на ось l называется число, равное дли-

не вектора     , взятой со знаком плюс или минус в зависимости 

от того, направлен ли вектор      в ту же сторону, что и ось l, 

или противоположную. Направление оси l можно задать с по-

мощью какого-либо вектора  , идущего по оси и направленного в 

ту же сторону. Поэтому часто говорят о проекции вектора    на 

направление вектора   или просто – на вектор   и пишут пр     . 

Свойства проекций:  

1) прl   = | | cosφ, где  φ угол между векторами   и  . 

2) прl  (  +  ) = прl  + прl . 

3) прl (λ ) =   прl . 

Пример 1. Какому условию должны удовлетворять векторы 

  и  , чтобы |  +  | = |  –  |? 

Р е ш е н и е .  Отнесем векторы   и   к общему началу O и 

построим на них параллелограмм (рис. 1). Тогда |  +  | есть дли-

на диагонали этого параллелограмма, а |  –  | – длина диагонали 

  . Из элементарной геометрии известно, что диагонали парал-

лелограмма равны только тогда, когда параллелограмм есть 

прямоугольник. Следовательно, необходимым и достаточным 

условием выполнения равенства |  +  | = |  –  | является пер-

пендикулярность векторов   и  . 
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Пример 2. По данным векторам   и   построить векторы 

ba 2   и 2

a
b  . 

Решение. См. рис. 3. 

 

           

Рис. 2                                                      Рис. 3 

Пример 3. В треугольнике OAB даны векторы OAa   и 

OBb  . Найти векторы MAи MB , где М – середина стороны AB. 

Решение. Согласно формуле (3) abOAOBAB   

Вектор MA  направлен в ту же сторону по той же прямой, 

что и AB , но длина его в два раза меньше, поэтому

 abABMB 
2

1

2

1
 

Вектор MA  имеет ту же длину, что и MA , но направлен в 

противоположную сторону. Следовательно,  

   baabABMBMA 
2

1

2

1

2

1
 

Пример 4. В треугольной пирами-

де SABC (рис. 4) даны векторы 

cSCbSBaSA  ,,  Найти вектор SM , 

где точно М – центр тяжести основания 

ABC. 

Решение. Искомый вектор SM

можно найти из треугольника SAM, ес-

ли будет известен вектор AM  Как из-

вестно, центр тяжести треугольника ле-Рис. 4 
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жит в точке пересечения его медиан, и следовательно, точка М 

делит медиану AQ в отношении 2 : 1. Отсюда следует, что 

AQAM
3

2
 . Из треугольника ABQ по правилу (1),

 

BCABBQABAQ
2

1
 , так как Q есть середина стороны ВС. 

С другой стороны, по правилу (3) abSASBAB  ,

bcSBSCBC   

Таким образом,     cbabcabAQAM
3

1

3

1

3

2

2

1

3

2

3

2









  

Наконец, )(
3

1

3

1

3

1

3

2
cbacbaaAMSASM           

Пример 5. Пусть a , b , c  – единичные векторы, составляю-

щие с данной осью  , соответственно равнее углы 

;

3

2
;
3

. Най-

ти проекцию на ось   вектора cba  23 . 

Решение. Согласно II и III свойствам проекций  

cnpbnpanpcbaпр   23)23( , но по свойству I  

2

1

3
cos

3
cos 


aanp , так как a -единичный вектор, т. е. 1a . 

Аналогично, 1,
2

1
 cnpbnp  , поэтому 

2

1
1)

2

1
(2

2

1
3)23(  cbanp . 

 
 

Решить самостоятельно 
 

1. Какому условию удовлетворяют векторы а и  , если: 

1) baba 
        

 2) baba   

2. Какому условию удовлетворяют векторы а и  , если век-

тор a  + b , направлен по биссектрисе угла между ними? 

Указание. Параллелограмм, построенный на а и  , должен 

быть ромбом. 
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3. По данным векторам а и   построить векторы ba 2 , 

ab 3
2

1
 ,  ba

3

2

3

1
 . 

4. В параллелограмме OACB даны векторы aOA   и bOB  . 

Найти векторы  MBMAMO ,,  и MC , где М – точка пресечения 

диагоналей. 

5. Точка О является центром тяжести треугольника ABC. 

Доказать, что 0 OCOBOA .      

6. В параллелепипеде ABCDA’B’C’D’ даны векторы

cAAbADaAB  ,,, , совпадающие с его ребрами. Найти векто-

ры – диагонали DBBDCAAC ,,,, ,,, . 

7. Найти проекцию суммы векторов dcba ,,,  на ось, если 

5a , 12,8,6  dcb  а углы, составляемые этими векторами с 

осью l, соответственно, равны 0,
3
,,

3

2 
 . Сделать чертеж и объ-

яснить геометрический смысл полученного ответа. 

 

Ответы к задачам: 1. Угол между   и   1) острый, 2) тупой.  

2. | | = | |. 4.  ba 
2

1
,  ba 
2

1
,  ab 
2

1
,  ba 
2

1
. 6. cba  , cba  , 

acb  , acb  . 7. 0 dcba .  

 

 

 

§ 2. Декартовы прямоугольные координаты  
в пространстве 

 

1. Координаты точек. Декартова прямоугольная система 

координат в пространстве определяется заданием единицы мас-

штаба для измерения длин и трех пересекающихся в точке 0 вза-

имно перпендикулярных осей, первая из которых называется 

осью абсцисс (Ox), вторая – осью ординат (Oy), третья – осью 

аппликат (Oz); точка 0 – начало координат. Положение коорди-
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натных осей можно задать с помощью единичных векторов kji ,, ,  

направленных соответственно по осям Ox, Oy и Oz; векторы 

kji ,, , называют основными, или базисными ортами. 

Пусть в пространстве дана точка М (рис. 5). Проектируя ее 

на ось Ox, получим точку Мx. Первой координатой x или абсцис-

сой точки М называется длина вектора OM  х, взятая со знаком 

плюс, если OMx направлен в ту же сторону, что и вектор i , и со 

знаком минус – если в противоположную. Аналогично, проекти-

руя точку М на оси Oy и Oz, определим ее координату y и аппли-

кату z. Тройка чисел (x, y, z) взаимно однозначно соответствуют 

точке М. 

Система координат называется правой, если вращение от оси 

Ox к оси Oy в ближайшую сторону видно с положительного на-

правления оси Oz, совершающимся против часовой стрелки, и 

левой – если по часовой стрелке. На рис. 26 изображена правая 

система координат, которой мы все время будем пользоваться в 

дальнейшем. 

Координатные плоскости xOy, yOz, и xOz делят все про-

странство на восемь частей-октантов (рис. 6). 

 
                      Рис. 5                                             Рис. 6 

 

Пример 6. Как расположены относительно системы коорди-

нат точки, для которых x = 0, y = 0, z = 0? 

Ре ше н и е .  Если абсцисса x точки М равна нулю, то проек-

тируя эту точку на ось Ox, получаем нулевой вектор OMx, т. е. 
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точка Mx совпадает с началом координат 0. Следовательно, точка 

М лежит в плоскости, перпендикулярной оси Ox и проходящей 

через 0. Это есть плоскость yOz. Аналогично, точки, для которых 

y = 0, расположены в плоскости  xOz, а точки, для которых 

z = 0 – в плоскости xOy. 

Пример 7. Найти центр шара, радиуса R = 3, который каса-

ется всех трех координатных плоскостей и расположен в четвер-

том октанте. 

Решение. Расстояние точки М до координатной плоскости 

yOz равно длине вектора OMx (рис. 5), т. е модулю ее абсциссы. 

Аналогично, расстояние М до плоскости xOy равно |y|, до плос-

кости xOz – равно |z|. 

Если М – центр данного шара, то по условию все эти рас-

стояния равны радиусу шара, т. е. |x| =3, |y| =3, |z| =3. Так как в 

IV октанте x > 0, y < 0, z > 0 (рис.5), то М (3; –3; 3). 

 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Как расположены относительно системы координат точки 

A (2; 0; 0), B (0; –5; 0), C (0; 0; –1), D (0; 2; 2), E (5; –5; 0)? 

2. Найти координаты точек, симметричных точке A (a, b, c) 

относительно 1) плоскости xOy, 2) плоскости yOz, 3) оси Oy, 

4) начала координат. 

3. Ребра куба со стороной a идут по осям координат, а сам 

куб расположен в пятом октанте. Найти координаты всех его 

вершин. 

Ответы к задачам: 

1. Точка А лежит на оси Ох, В – на оси Оу, С – на оси Oz, D – 

на плоскости yOz, Е – на плоскости xOy. 2.  cbaA ,,1 ,  cbaA ,,2  ,

 cbaA  ,,1 ,  cbaA  ,,1 . 3. (0; 0; 0;), (а; 0; 0), (0; а; 0), (а; а; 0), 

(0; 0; –а), (а; 0; –а), (а; а; –а). 
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2. Координаты векторов. Координатами аx, ay, az вектора a  

называют его проекции на координатные оси Ox, Oy, Oz и пишут 

a { ax, ay, az }. Координаты вектора являются коэффициента-

ми его разложения по ортам: 

 

а = ax i  + ay j  + az k                                                     (4) 

 

Координаты вполне определяют вектор, т. е. у равных век-

торов равные координаты. 

Вектор   = OM, направленный из начала координат в точку 

М (x, y, z), называется радиусом-вектором точки М. Его проек-

ции на оси координат равны координатам точки М, т. е. 

 

kzjyixr 
                                                          

(5) 

 

Если даны координаты точек A (x1, y1, z1) и B (x2, y2, z2), то ко-

ординаты вектора    получаются вычитанием из координат его 

конца B координат начала A: 

 

 121212 ;; zzyyxxAB 
 
или 

kzzjyyixxAB )()()()( 121212 
                                  

(6) 

 

При сложении (вычитании) векторов их координаты скла-

дываются (вычитаются), при умножении вектора на число все 

его координаты умножаются на это число, т. е. если 

 

a { ax, ay, az } и {bx, by, bz}, 

то 

 
zzyyxx babababa  ;;

                                          
(7) 

 zyx aaaa  ;;
                                                         

(8) 

 

b

i
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Если b  и a  коллинеарны, то они отличаются друг от друга 

скалярным множителем, т. е. ab   Из (8) следует, что у колли-

неарных векторов координаты пропорциональны: 

 

z

z

y

y

x

x

a

b

a

b

a

b


                                        
(9) 

 

Длина вектора a { ax, ay, az } вычисляется по формуле: 

 

222

zyx aaaa 
                                

(10) 

 

Длина вектора AB , заданного координатами своих концов, 

т.е. расстояние между точками А и В вычисляется по формуле: 

 
2

12

2

12

2

12 )()()( zzyyxxAB                    (11) 

 

Пример 8. Доказать, что точки А (–3; –7; –5), В (0; –1; –2) и 

С (2; 3; 0) лежат на одной прямой, причем точка В расположена 

между А и С. 

Решение. Для доказательства достаточно проверить, что 

вектора AC  и AB  расположены на одной прямой, т. е. коллине-

арны, причем вектор AC  длиннее вектора AB . По формуле (6) 

найдем разложение вектора AC  по ортам: 

kjikjiAC 5105)50()73()32()(   

Аналогично, находя вектор AB  и сравнивая с вектором AC , 

получаем )5105(
5

3
363)52()71()30()( kjikjikjiAB   

Следовательно, AB  = AC
5

3
 

Отсюда следует, что вектора AB  и AC  отличаются числовым 

множителем λ = 
 

 
, и поэтому коллинеарны. Кроме того, из этого 
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равенства вытекает, что AB  = AC
5

3
, т. е. вектор AC  длиннее 

вектора AB , что и требовалось доказать. 

Пример 9. Определить, при каких значениях α и β векторы 

kjia  2  и  kjib  63  коллинеарны. 

Решение. Координаты данных векторов а {2, α, 1} и  

  {3, –6, β} должны быть пропорциональны: 
1

6

2

3 





 . 

Отсюда находим, что α = – 4, β = 
 

 
. При этих значениях α и β 

векторы aи b , коллинеарны. 

Пример 10.  Доказать, что четырехугольник с вершинами  

А (2; 1; –4), В (1; 3; 5), С (7; 2; 3), D (8; 0; –6) есть параллело-

грамм. Найти длины его сторон. 

Решение. Для доказательства достаточно обнаружить, что 

векторы, совпадающие с противоположными сторонами четы-

рехугольника, равны. Находим векторы AB  и DC  по формуле (6): 

kjikjiAB 92)45()13()21(  , 

kjikjiDC 92)63()02()87(  . 

Таким образом,  AB= DC , т. е. ABCD – параллелограмм. По 

формуле (11) найдем длину стороны AB 

3,9868141)9()2()1( 222 AB
 

По формуле (8) найдем длину стороны AD параллелограмма 

4,64136)46()10()28( 222 AD  

Пример 11. На оси ординат найти точку, равноудаленную от 

точек А (1; –3; 7) и В (5; 7; –5). 

Решение. Искомая точка М имеет координаты (0; y; 0). Ее 

расстояние до точек А и В 
2222 )3(50)07()3()01( yyMA  , 

2222 )7(50)05()7()05( yyMB  . 

По условию MBMA  , т. е. 
22 )7(50)3(50 yy  , или

)7(3;)7()3( 22 yyyy  . 
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Знак минус не годится, так как приводит к противоречию. 

Поэтому 3 + y = 7 – y, откуда y = 2. 

Итак, искомая точка М (0; 2; 0). 

 
 

Решить самостоятельно 
 

1. Даны точки A (1; 2; 1), В (2; –1; 3) и С (3; α; β). При каких 

значениях α и β точка С лежит на прямой АВ? 

Указание. Использовать условие коллинеарности векторов 

AB  и AC . 

2. Проверить что точки А (3; –1; 2), В (1; 2; –1), С (–1; 1; –3), 

D (3; –5; 3) служат вершинами трапеции. Найти длины ее парал-

лельных сторон. 

3. Даны три последовательные вершины параллелограмма  

А (1; 1; 4), В (2; 3; –1), С (–2; 2; 0). Найти четвертую вершину D, 

противоположную вершине В. 

Указание. Использовать равенство ACAB   и записать, что у 

равных векторов координаты равны. 

4. Доказать, что внутренние углы треугольника А (3; –2; 5), 

В (–2; 1; –3), С (5; 1; –1) – острые. 

Указание. Квадрат стороны, лежащей против острого угла 

меньше суммы квадратов двух других сторон. 

5. На оси Oz найти точку, равноудаленную от точек А (4; –1; 2), 

В (0; 2; –1). 

 

Ответы к задачам: 

1. α = –4, β = 5. 2. DCAB
2

1
 , 22AB , 222DC . 3. D (–3; 

0; +5). 5. )
3

8
;0;0( . 

 

3. Деление отрезка в данном отношении. Пусть точка  

M (x, y, z) делит отрезок между точками M1 (x1, y1, z1) и M2 (x2, y2, z2) 
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в отношении λ, тогда радиус-вектор   точки М выражается через 

радиусы-векторы 21 rr   его концов по формуле  

 









1

21 rr
r

                                                                

(12) 

 

Отсюда получаются координатные формулы: 
 









1

21 xx
x ;









1

21 yy
y ;









1

21 zz
z .                                        (13) 

 

В частности, если точка М делит отрезок М1 М2 пополам, то 

λ = 1 и: 
 

2

21 rr
r




                                              (14)
 

 

т. е.                      
       2

21 xx
x


 ; 

2

21 yy
y


 ; 

2

21 zz
z


 .                            (15) 

 

Пример 12. Найти отношение, в котором координатная 

плоскость xOy делит отрезок между точками А (2; –1; 7) и  

В (4; 5; –2). Определить точку пересечения М. 

Решение. Пусть прямая АВ пересекает плоскость xOy в точ-

ке М (x ,y, 0). Из последней формулы (13) найдем λ, подставляя 

вместо z1и z2  аппликаты точек А и В: 









1

)2(7
0 , т. е. 

2

7
 . 

Зная отношение λ, найдем координаты x и y точки М по ос-

тальным формулам (13): 
9

32

2

7
1

4
2

7
2







x ,
9

33

2

7
1

5
2

7
1







y . 

Пример 13. Выразить радиус-вектор центра тяжести тре-

угольника через радиус-вектора его вершин.  

Решение. Пусть Ar , Br , Cr  – радиус-векторы вершин тре-

угольника АВС. Центр тяжести К треугольника находится в точ-
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ке пересечения медиан. Следовательно, точка К делит медиану, 

например, AQ в отношении λ=2:1. Поэтому по формуле (12): 

3

2

21

2 QAQA

S

rrrr
r







 . 

Поскольку точка Q есть середина стороны ВС, то согласно (14), 

2

CB
Q

rr
r


 , или CBQ rrr 2  

Таким образом, 
3

CBA

K

rrr
r


 , т. е. радиус-вектор центра 

тяжести есть среднее арифметическое из радиусов-векторов его 

вершин. Их этого равенства получаем: 
3

CBA

K

xxx
x


 ; 

3

CBA

K

yyy
y


 ; 

3

CBA

K

zzz
z


 . 

 
 

Решить самостоятельно 
 

1. Отрезок АВ разделен точками C, D, E, F на пять равных 

частей. Известны координаты точек С (3; –5; 7) и F (–2; 4; –8). 

Найти остальные точки A, B, D, E.  

2. Определить координаты центра тяжести треугольника 

АВС, если А (5; 1; 12), В (11; 2; 8), С (2; 5; 0). 

3. Выразить радиус-вектор центра тяжести треугольной пи-

рамиды через радиусы-векторы ее вершин A, B, C, D.  

Указание. Центр тяжести делит отрезок DE, где E – центр 

тяжести треугольника АВС, в отношении λ=3:1. 

4. Даны две вершины треугольника А (–4; –1; 2) и В (3; 5; –6). 

Найти третью вершину С ( x, y, z) , если известно, что середина 

стороны АС лежит на оси Oy, а середина ВС – на плоскости xOz. 

Ответы к задачам: 

1. 







 12;8;

3

14
A , 








 13;7;

3

11
B , 








 2;2;

3

4
D , 








 3;1;

3

1
E . 2. 









3

20
;3;6 .   

3. )(
4

1
dcCB rrrrr  .  4. C (4; –5; –2).  
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§ 3. Направляющие косинусы 
 

Пусть дан вектор. kajaiaa zyx   Ортом вектора a  называ-

ется единичный вектор 
0

a  того же направления, что и a ,
0

a  нахо-

дится по формуле: 

 

222

0

zyx

zyx

aaa

kajaia

a

a
a






                                      

(16) 

 

Пусть ось l образует с осями ко-

ординат углы α, β, γ (рис. 7). Направ-

ляющими косинусами оси l (или на-

правления l) называются косинусы 

этих углов: cos , cos , . Если на-

правление l задано единичным векто-

ром, 
0 то его направляющие косину-

сы служат координатами, т. е.: 

 

kji  coscoscos0               (17) 

 

Направляющие косинусы связаны между собой соотноше-

нием: 

 

1coscoscos 222                                      (18) 

 

Если направление l задано произвольным вектором a , то на-

ходят орт этого вектора по формуле (16) и, сравнивая с (17), по-

лучают 

222
cos

zyx

x

aaa

a


 ;

222
cos

zyx

y

aaa

a


 ;                      (19) 

222
cos

zyx

z

aaa

a


  

cos

Рис. 7 
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Пример 14. Найти орт вектора  kjia 1243   и направляю-

щие косинусы определяемого им направления. 

Решение. Находим длину вектора a :  

13169144169)12(43 222 a  

Следовательно, по формуле (16) kji
a

a
a

13

12

13

4

13

30



 
Направляющие косинусы являются координатами единич-

ного вектора 
0

a , поэтому

 
13

3
cos  , 

13

4
cos  ,

13

12
cos 

 
Пример 15. Вектор a   составляет с осями координат острые 

углы α, β, γ причем α = 45°, β = 60°. Найти его координаты, если  

Решение. Прежде всего, из соотношения (18) найдем угол γ: 

1cos60cos45cos 20202   ; 

1cos
2

1

2

1 2

22


















 ;

4

1

4

1

2

1
1cos2 

.
 

Так как по условию угол γ острый, то  
2

1
cos  и 

060 . 

Следовательно, kjikjia
2

1

2

1

2

1
coscoscos0   ,  

Поэтому kjiaaaa
2

3

2

3

2

3
3 00  , или a  









2

3
;
2

3
;
2

3
. 

 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Найти направляющие косинусы направления l  заданного 

вектором AB , где А (1; 0; –1) и B (3; 1; –3). 

2. Может ли некоторая ось l составлять с координатами ося-

ми углы: 

а) 045 , 0135 , 060  б) 
090 , 0150  060 ? 

3. Найти орт вектора kjia 326  . 

4. Даны вектора kjia 632   и kjib 22  , приложенные к 

общей точке. Найти орт биссектрисы угла между a  и b . 
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Указание. По биссектрисе угла между a  и b  направлен 

вектор . baс   

5. Ось l образует с осями координат равные острые углы. 

Найти орт этой оси. 

Ответы к задачам: 

1. 
3

2
cos  ., 

3

1
cos  ,

3

2
cos  . 2. а) не может, б) может.  

3. kjia
7

3

7

2

7

60  . 4. kjic
42

4

42

5

42

10  . 5. kjin
3

1

3

1

3

10  . 

 

 

 

§ 4. Скалярное произведение 
 

Скалярным произведением ab  двух векторов a  и b . называ-

ется число, равное произведению их длин на косинус угла между 

ними:  

 

 cosbaab 
                              

(20) 

 

Скалярное произведение обладает следующими свойствами: 

I. baab   

II.   bcaccba   ;  

III.    abba    

IV. Если a  и b  – ненулевые векторы, то 0ab  тогда и толь-

ко тогда, когда эти вектора перпендикулярны. Если 0ab ,то угол 

φ между a  и b   острый, если 0ab  – то угол φ тупой. 

V. Скалярный квадрат вектора a  равен квадрату его длины,  

т. е. 
22

aaaa   

Первые три свойства показывают, что при скалярном пере-

множении суммы векторов на сумму поступают по обычному 

правилу умножения многочленов. 
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Свойство IV указывает геометрический смысл знака скаляр-

ного произведения. Из свойства V вытекает формула   

 

2aa 
                                             (21) 

 
 

Если известно скалярное произведение векторов, то по фор-

муле (21)  находятся их длины, а из формулы (20) следует: 

 

ba

ab
cos .                                         (22) 

 

Геометрический смысл скалярного произведения: скалярное 

произведение вектора aна единичный вектор 0b  равно проекции 

вектора a  на направление, определяемое 0b , т. е aпрab
b0

0

 . 

В случае произвольного вектора  b ,  

 

ab
b

aпр
b

1
  

 

Механический смысл скалярного произведения: скалярное 

произведение F  на вектор S  равно работе W этой силы при 

перемещении материальной точки по вектору S , т. е.  

 

FSW                                            (24) 

 

Из определения скалярного произведения вытекает следую-

щая таблица умножения ортов  ,  ,  . 

 

0,0,0,0,0,0  kkjjiikjjkkiikjiij         (25) 

 

(23) 
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Если векторы даны своими координатами:  zyx aaaa ;; , 

 
zyx bbbb ;; . Т. е. kajaiaa zyx  , kbjbibb zyx  , то, перемножая 

эти векторы скалярно и используя формулы (25), получим выра-

жения  скалярного произведения ab  через координаты векторов   
 

 yzyyxx bababaab                                       (26) 

 

Пример 16. Векторы a  и  b  образуют угол .
3


Зная, что 3a

4b ,найти длину вектора  bac 23  . 

Решение. Длину вектора c  можно найти по формуле (21), 

если будет известен его скалярный квадрат  

2222

4129)23( bababac   

По определению скалярного определения 9
22

 aaaa ,

16
22

 bbbb , 6
2

1
43

3



cjsbaab .                                                    

Следовательно, 217164612992 c , и по формуле 

(21). 7,14217 c . 

Пример 17. При каком условии вектор a  + b  перпендикуля-

рен вектору a  – b  

Ре ше н и е . Согласно свойству IV два вектора перпендику-

лярны тогда и только тогда, когда скалярное произведение равно 

нулю. Следовательно, надо требовать, чтобы 0))((  baba , или 

0
22

ba . 

Поскольку 
2

2 ab  , или 
2

2 bb  , это условие равносильно ра-

венству 
22

ba  , или ba  .  

Таким образом векторы  a  + b  и a  – b  перпендикулярны 

тогда и только тогда имеют одинаковые длины. Если заметить, 

что  a  + b  и a  – b  представляют диагонали параллелограмма, по-

строенного на векторах a  и b , а равенство  ba   означает, что 

параллелограмм есть ромб, то доказано следующее известное из 



 

-24- 
 

элементарной геометрии предложение. Для того чтобы диагона-

ли параллелограмма были перпендикулярны, необходимо и дос-

таточно что бы этот параллелограмм был ромбом.  

Пример 18. На материальную точку действует сила 

kjif  21 , kjif 222  , kjif 23  . 

Найти работу равнодействующей этих сил R при перемеще-

ние точки из положения A (2; –1; 0) в положение В (4; 1; –1). 

Решение. Найдем равнодействующую :

kjifffR  22321 .  

Вектор перемещения kjikjiABS  22)01()11()24( . 

Искомую работу найдем по формуле  (5) и (7) : 

7144)1(12222  RSW . 

Пример 19. Даны векторы  2;1;1a  и  1;2;2 b . Найти проек-

цию вектора  bac  3  на направления вектора b . 

Решение. Найдем сначала координаты вектора  . Для этого 

надо из утроенных координат вектора aвычесть координаты век-

тораb : kjibac 53   

По формуле (23)    39
3

1
51)1(212

144

11



 cb

b
cпр
b

 

Пример 20. Даны вершины треугольника А (3; 2; –3),  

В (5; 1; –1) и С (1; –2; 1). Найти угол при вершине A. 

Решение. Искомый угол φ есть угол между векторами  AB  

и AC . По координатам концов найдем эти вектора: kjiAB 22  ,

kjiAC 442  . 

Применяя теперь формулу (22), получим 
9

4

63

8
cos 


 ;

/03663
9

4
arccos   

   

 

 

 

R
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Решить самостоятельно 
 

1. Вектор а  и взаимно перпендикулярны, а c  образует с ним 

углы, равные 
3


. Зная, что ,1,2  cba найти: 1)   acba 2 ;  

2)  2cba  . 

2. Дано, что 3a ,
 

5b  При каком значении α векторы ba    

и ba   будут перпендикулярны? Какой геометрический смысл 

этого условия? 

3. Даны вершины четырех угольника A (1; 2; 3), B (7; 3; 2) и 

C (–3; 0; 6), D (9; 2; 4). Доказать, что его диагонали взаимно 

перпендикулярны. 

4. Даны силы kjif 1 , kjif 322  . Найти работу их 

равнодействующей при перемещении точки из начала координат 

в точку )1;1;2( A . 

5. Даны вершины треугольника )4;2;1( A , )0;2;4( B , )1;2;3( C

Найти его внутренний угол φ1 при вершине A и внешний угол φ2 

при вершине B. 

6. Найти острый угол между диагоналями параллелограмма, 

построенного на векторах  0;1;2a  и  1;1;0 b  

7. Найти проекцию вектора  4;3;2 a  на ось, составляющую с 

координатными осями равные острые углы. 

8. Даны вершины треугольника A (4; 1; 0), B (2; 2; 1) и C (6; 

3; 1). Найти проекцию стороны АВ на сторону АС. 

9. Даны векторы kjia  63 , kjib 54  , kjic 243  . 

Найти проекцию вектора ca   на вектор cb   

10. Найти вектор x , перпендикулярный векторам kia   и 

kjb  2 , если известно, что его проекция на вектор kjic 22   

равна 1. 
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Ответы к задачам: 

1. 1) –7, 2) 13. 2. 
5

3
 . 4.W=2. 5. 0

2

0

1 135,90   .  

6. 
/02163

5

1
arccos  . 7. 3 . 8. 

3

1
 .  9. 

89

5
. 10. kjix

2

3

4

3

2

3
 . 

 

 

 

§ 5. Векторное произведение 
 

Векторным произведением вектора a  на вектор a  и b ;b  на-

зывается такой третий вектор  ab , длина и направление которого 

определяются условиями: 

1.   sinbaab  , где  – это угол между a  и b . 

2.  ab  перпендикулярен каждому из векторов a  и b ; 

3.  ab  направлен так, что кратчайший поворот от a  к b  ви-

ден с его конца совершающимся против часовой стрелки (рис. 8). 

Векторное произведение обладает следующими свойствами: 

I.    baab  . 

II.       bcaccba  . 

III.     abba   . 

IV. Векторное произведение равно ну-

лю (нуль-вектору) тогда и только тогда, 

когда a  и b  коллинеарны. В частности, 

  0aa  для любого вектора a . 

V. Если a  и b  неколлинеарны, то мо-

дуль векторного произведения равен 

площади S построенного на них паралле-

лограмма (рис. 8). 

Из первых трех свойств следует, что векторное умножение сум-

мы векторов на сумму векторов подчиняется обычным правила 

перемножения многочленов. Надо только следить за тем, чтобы 

порядок следования множителей не менялся. Механический 

Рис. 8 
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смысл векторного произведения: если F  – сила, приложенная к 

точке М, то момент mAF этой силы относительно точки А равен 

векторному произведению векторов AM  и F ; т. е.: 

 

   FAMFmA   

 

В частности, момент относительно начала координат: 

 

   FrFmA   

 

где  rr  – радиус-вектор точки приложения силы. 

 

Основные орты перемножаются следующим образом:   0ii ,

  0jj ,   0kk  

    kjiij  ,     ikjjk  ,     jikki  . 

Если kajaiaa zyx 
 
и

 
kbjbibb zyx  , то: 

 

       kbabajbabaibabaab xyyxxzzxyzzy  ; 

 

или в свернутой форме: 

 

 
zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ab  . 

 

Формула (28) получается разложением определителя (29) по 

первой строке. 

Пример 21. Стороны параллелограмма 1  равны диагона-

лям параллелограмма. 2  Как связаны их площади 1S  и 2S ? 

Ре ше н и е .  Пусть параллелограмм 2  построен на векторах

aи b , тогда его диагонали a  + b  и a  – b являются, по условию, 

сторонами параллелограмма 1 . 

(27) 

(27’) 

(28) 

(29) 
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По свойству V ))((1 babaS   и abS 2 . 

Вычислим сначала векторное произведение векторов a  + b  и 

a  – b  : 

         bbabbaaababa  ))(( . Но   0aa  и   0bb  (свойство IV),  

а    abba   (свойство I), поэтому    abbaba 2))((  , откуда

21 22))(( SabbabaS  . 

Следовательно, 1  имеет вдвое большую площадь, чем 3 . 

Пример 22. Векторы cba ,,  удовлетворяют условию 

0 cba . Доказать, что      cabcab  . 

Решение. Умножаем данное равенство векторно на b :

        00  bcbbbab .  

Отсюда     0 cbab , так как   0bb ;    bccb  , поэтому 

    0 bccb  или    bcab  . 

Аналогично, можно доказать, что    caab  , т. е. при данном 

условии,      cabcab  . 

Пример 23. Найти площадь треугольника с вершинами А (1; 

2; 0), Б (3; 0; –3) и С (5; 2; 6). 

Решение. Площадь треугольника ABC равна половине пло-

щади параллелограмма, построенного на векторах AB  и AC : S =

ABAC
2

1
. 

Найдем вектор AB  и AC ; kjiAB 322  , kiAC 64   

Их векторное произведение 

 

Поэтому 

 
и следовательно,  
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Пример 24. Даны векторы {1; 0; –2}, {2, 1; 0}, {–1; 1; 1}. 

Найти  и . 

Ре ше н и е .  

 

и 

. 

Аналогично найдем (проверьте!) 

 

Отсюда следует, что , т. е. векторное произ-

ведение не обладает сочетательным законом. 

 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Упростить выражение    ))(())(2( bacbacba  . 

2. Найти площадь параллелограмма, построенного на векто-

где   и   – единичные векторы, угол рах 

между ними φ = 
 

 
. 

3. Доказать тождество . 

4. Даны векторы  Найти вектор-

ное произведение . 

5. Даны векторы 

 . 

Найти вектор 

 
6. Дан треугольник с вершинами А (2; –1; 2), В (1; 2; –1),  

С (3; 2; 1). Найти его площадь. 
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7. Сила  приложена к точке М (2; –1; 1). Най-

ти ее момент относительно начала координат. 

8. Даны три силы, приложенные к точке М (2; 1; 2): 

 
Найти момент их равнодействующей относительно точки 

А (0; –1; 1). 

 

Ответы к задачам: 

1.  ac . 2. S = 1,5. 4. kji 35525  . 5. au 42 . 6. 222S .  

7. kji 7112  . 8. kji 8618  . 

 

 

§ 6. Смешанное произведение трех векторов 
 

Смешанным произведением а   трех векторов называется 

их векторно-скалярное произведение 

 

а   =  а                                    (30) 

 

 

Тройка некомпланарных векторов а,  ,   называеся правой, 

если кратчайшее вращение от а к   видно с конца вектора   со-

вершающимся против часовой стрелки, и левой – если по часо-

вой стрелке  

 

Рис. 9 
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Геометрический смысл смешанного произведения: 

1. Необходимым и достаточным условием компланарности 

трех векторов а,  ,   является равенство а   = 0. 

2. Если некомпланарные векторы а   приведены к общему 

началу, то модуль смешанного произведения равен объему па-

раллелепипеда, построенного на а   (рис. 10). Если а   > 0, то 

тройка векторов правая, если а   < 0, то – левая. 

Если векторы , ,  заданы свои-

ми координатами 

, то 

, 

 

т. е. смешанное произведение равно оп-

ределителю из координат сомножителей. 

Пример 25.Доказать, что смешанное произведение трех 

векторов, из которых два коллинеарны, равно нулю. В частно-

сти, если из трех векторов два равны, то их смешанное произве-

дение равно нулю. 

Доказательство. Если, например, а и   коллинеарны, то их 

координаты пропорциональны. Следовательно, в определителе 

(2) первые две строки пропорциональны, а такой определитель 

равен нулю (см. § 1), поэтому а   = 0. 

Можно рассуждать и по-другому. Если из трех векторов а,  , 

  два вектора а и   коллинеарны, то, будучи приведены к одному 

началу, все они расположатся в одной плоскости, так как а и   бу-

дут направлены по одной прямой. Следовательно, а,  ,   – ком-

планарные векторы, и их смешанное произведение равно нулю. 

Пример 26. Доказать, что при перестановке двух любых 

множителей смешанное произведение меняет знак. 

(31) 

 

Рис. 10 
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Доказательство. При перестановке каких-либо множителей, 

например, а и  , в определителе (2) поменяются местами две 

строки. Следовательно, определитель изменит знак (см. § 1), а 

вместе с ним изменит знак и смешанное произведение. 

Пример 27. Доказать, что векторы а = 2  –   + 2 ,   =   +  

+ 2  – 3 ,   = 3  – 4  + 7  компланарны. 

Решение. Вычислим смешанное произведение а   по фор-

муле (2): 

 
Определитель был раскрыт разложением по первой строке. 

Поскольку а   = 0, векторы а,  ,   компланарны. 

Пример 28. Вычислить объем тетраэдра, вершины которого 

находятся в точках О (1; 1; 2), А (2; 3; –1), В (2; –2; 4), С (–1; 1; 3). 

Решение. Введем в рассмотрение векторы , ,

. Объем V тетраэдра ОABC, как известно, равен одной тре-

ти произведения площади основания на высоту. У параллелепи-

педа, построенного на векторах а,  ,   , та же высота, а площадь 

основания в два раза больше. Следовательно, 

 

По данным точкам О, А, В, С находим координаты векторов 

 

Поэтому а   =  
    
    

    
  = 1  –   

  
  – 2  

  

–   
  – 3 

 
 –  

–   
  = = – 3 – 10 + 18 = 5. 

Итак, Vтетр = 
 

 
.  
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Решить самостоятельно 
 

1. Доказать, что при любых λ и μ имеет место тождество 

[  ] (  + λ  + μ ) = а  . 

2. Установить, компланарны ли векторы: 

а =   +   +  ,   =   +   –  ,   =   –   +  ; 

а =3  + 5 ,   =   +   +   ,   =    +    +   . 

3. Доказать, что точки А (1; 0; 7), В (–1; –1; 2), С (2; –2, 2), 

D (0; 1, 9) лежат в одной плоскости. 

У ка зан и е .  Рассмотреть векторы , , . 

4. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах  

а =   –    +  ,   = 3  + 2 ,   =   –  . 

Установить, какой тройкой – правой или левой – является 

тройка а,  ,  . 

5. Даны вершины тетраэдра О (–5; –4; 8), А (2; 3; 1), В (4; 1;  

–2), С (6; 3; 7). Найти длину h высоты, опущенной из вершины О 

на грань ABC. 

Указание. Найти объем тетраэдра и площадь S грани ABC и 

воспользоваться формулой V = 
 

 
 Sh. 

 

Ответы к задачам: 

2. 1) нет, 2) да. 4. V = 12, тройка левая. 5. h = 11.  
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Глава  II 
 
 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 
 

§ 7.  Плоскость. Ее уравнение 
 

7.1. Общее уравнение плоскости.  
Уравнение в отрезках. 

Всякая поверхность в пространстве задается в декартовых 

координатах уравнением вида 

F(х, у, z) = 0. 

Если F(х, у, z) – многочлен n-й степени, то соответствующая 

поверхность называется алгебраической поверхстью n-го поряд-

ка или просто поверхностью n-го порядка. 

Всякая поверхность 1-го порядка есть плоскость, т. е. всякое 

уравнение 1-й степени определяет плоскость. Уравнение (32) на-

зывается общим уравнением плоскости.  

 

Ах + Ву + Cz + D = 0                                 (32) 

 

Вектор   {А, В, С}, координатами которого являются коэф-

фициенты при х, y, z в уравнении (32) перпендикулярен плос-

кости (32). Этот факт будет постоянно использоваться  в даль-

нейшем. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку 

М0 (х0, у0, z0), перпендикулярно вектору   {А, В, С} имеет вид: 

 

A (x – x0) + B (y – y0) + C (z – z0) = 0                (33) 

 

Если в уравнении плоскости (32) D = 0, то такая плоскость 

проходит через начало координат. Если А = 0, 

 то плоскость параллельна оси Ох, если B = 0 – параллельна 

оси Оу, если С = 0  – параллельна оси Оz. 
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В случае А = D = 0 плоскость проходит через ось Ох, если В 

= D = 0, то – через ось Оу, если С = D  = 0 – через ось Оz. 

Если А = В = 0, то плоскость параллельна плоскости хОу, 

если B = С = 0, – параллельна плоскости уОz, если А = С = 0 — 

параллельна плоскости хОz. Сами координатные плоскости хОу, 

уОz, хОz имеют, соответственно, уравнения z = 0, х = 0, у = 0. 

Если в уравнении (32) все коэффициенты А, В, С, D отличны 

от нуля, то уравнение может быть преобразовано к уравнению 

«в отрезках». 

                                      1
c

z

b

y

a

x
                                    (34) 

 

Здесь a, b, c – величины отрезков, отсекаемых плоскостью 

на осях координат (рис. 11).  

Пример 29. Написать уравнение плос-

кости, проходящей через ось Оz и через 

точку М (1; –2; 1). 

Решение. В общем уравнении плоско-

сти, проходящей через ось Оz, должно быть  

С = D = 0, т. е такая плоскость задается 

уравнением Ах + Ву = 0. 
 

Точка М по условию лежит на этой плоскости, следователь-

но, ее координаты удовлетворяют уравнению плоскости  

А1 + В (–2) = 0, откуда А = 2В. Подставляя значение А в уравне-

ние плоскости и сокращая на В, получим искомое уравнение   

2х + у = 0. 

Пример 30. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через точку М (2; 3; –4) и параллельной плоскости уОz. 

Решение. Уравнение плоскости, параллельной уОz, имеет 

вид Ах + D = 0, подставляя в него координаты точки М, получим 

А2 + D = 0, D = –2А. Следовательно, искомое уравнение:  

Ах – 2А = 0, или х – 2 = 0. 

Рис. 11 
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Пример 31. Плоскость проходит через точку Р (2; –2; –4) и 

отсекает отрезки на оси абсцисс а = –3, на оси аппликат с = 2. 

Составить уравнение плоскости. 

Решение. Воспользуемся уравнением в отрезках (34). По 

условию а = –3, с = 2, поэтому 1
2

z

b

y

3

x


 .
 

Точка Р лежит на плоскости, т. е. ее координаты удовлетво-

ряют уравнению плоскости: 1
2

4

b

2

3

2









, откуда 

11

6
b  . 

Следовательно, искомое уравнение 
1

2

z

11

6

y

3

x





 . 

Пример 32. Вычислить объем пирамиды, ограниченной 

плоскостью х + 2у – 3z + 2 = 0 и координатными плоскостями. 

Решение. Объем пирамиды, равен Sh
3

1
, где S – площадь ос-

нования (треугольника ОМ1М2), 3OMh  – высота пирамиды. 

Если даны числа а, b, с то ch,ba
2

1
S  , следовательно, 

.abc
6

1
cba

6

1
Vпир   Приведем уравнение данной плоскости к ви-

ду уравнения в отрезках. Для этого перенесем свободный член 

вправо и разделим на него х + 2у – 3z = – 2, ,1
2

z3

2

y2

2

x










1

3

2

z

1

y

2

x





 . Отсюда следует, что а = – 2, b = – 1, 
3

2
c   и 

,
3

4
abc  поэтому .ед.куб

9

2

3

4

6

1
Vпир   

Пример 33. Точка М (2; –1; 2) – основание перпендикуляра, 

опущенного из начала координат на плоскость. Найти уравнение 

плоскости. 

Решение. По условию радиус-вектор   =    перпендикуля-

рен плоскости, а его координаты равны координатам точки М. 

  {2; –1; 2}. Таким образом, известен вектор {2; –1; 2}, перпен-
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дикулярный плоскости, и точка М (2; –1; 2), лежащая на ней. По 

формуле (33) найдем уравнение этой плоскости. 

2 (х – 2) – 1 (у + 1) + 2 (z – 2) = 0, или 2х – у + 2z – 9 = 0. 
 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Указать особенности в расположении относительно сис-

темы координат следующих плоскостей: 

а) 4х + 3у – 2z = 0,                                                 б) 2х + 3z = 6, 

в) 4z – 9 = 0,                                                           г) 8х – 5у + 1 = 0, 

д) 6у – 5 = 0,                                                           е)  х + у + z = 0 

ж) у – z = 0.                                                                     

2. Составить уравнение плоскости, проходящей а) через ось 

Ох и через точку Q (1; –1; 3), б) через ось Оу и через точку Р (2; 

1; –1). 

3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М (4; –4; 2) и: а) параллельной плоскости хОz, б) параллельной 

плоскости хОу. 

4. Дано уравнение плоскости х –  4у + Зz – 2 = 0. Написать 

для нее уравнение в отрезках. 

5. Найти уравнение плоскости, отсекающей на осях коор-

динат равные отрезки и образующей с координатными плоско-

стями пирамиду, объем которой равен 
3

4
 куб. ед.   

6. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

Р (2; 3; 4) и отсекающей на осях Ох и Оу отрезки а = 1,b= –1. 

7. Из точки Р (–1; –1; 4) опущен на плоскость перпендику-

ляр; его основание Q (2; 1; 3). Найти уравнение плоскости. 

Указание. Данная плоскость проходит через точку Q пер-

пендикулярно вектору   . 
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Ответы к задачам: 

2. а) 3у + z = 0, б) x + 2z = 0. 3. а) y + 4= 0, б) z – 2 = 0.  

4. 1

3

2

2

12





zyx
. 5. x + y + z = 1 . 6. 1

211





zyx . 7. 3x + 2y – z =5.  

 

 

 

7.2. Нормальное уравнение плоскости.  
Расстояние от точки до плоскости 

 

Нормальным  уравнением плоскости называется уравнение   

 

х соs α + у соs β + z соs γ – р = О                  (35) 

 

где α, β, γ – углы перпендикуляра, опущенного из начала коор-

динат на плоскость с осями коордиат, р – расстояние плоскости 

от начала координат.  

 

Нормальное уравнение (32) отличается от общего уравнения 

(32) тем, что в нем коэффициенты при х, у, z являются координа-

тами единичного вектора   {соs α, соs β, соs γ}, перпендикуляр-

ного плоскости (рис. 12), а свободный член – отрицательный. 

Общее уравнение (32) приводится к нормальному виду умноже-

нием его на нормирующий множитель 

 
222

1

CBA
M


                             (36) 

При этом знак выбирается противополож-

ным знаку свободного члена D. Отклонени-

ем δ точки М1 от плоскости называется ее 

расстояние d от плоскости, взятое со знаком 

плюс, если точка М1 и начало координат О 

лежат по разные стороны от плоскости (как на рис. 12), и со зна-

Рис. 12 
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ком минус – если М1 и О лежат по одну сторону от плоскости. 

Отклонение точки М1 (х1, у1, z1) от плоскости: (35), определяется 

по формуле: 

                 δ = х1 соs α + у1 соs β + z1 соs γ – р                        (37)  

 

Следовательно, чтобы найти расстояние точки до плоскости, 

надо привести уравнение плоскости к нормальному виду (37) и в 

его левую часть вместо х, у, z подставить координаты точки М1; 

получим δ, а d = |δ|. 

Пример 34. Являются ли нормальными следующие уравне-

ния плоскостей: a) ;01z
3

2
y
3

2
x
3

1
  б) .01zy

2

1
x
2

1
   

Решение. а) Вектор 








1;
2

1
;
2

1
N . Его длина .1

9

4

9

4

9

1
N 

Следовательно, уравнение а является нормальным, так как ко-

эффициенты при х, у, z, определяют единичный вектор, а сво-

бодный член отрицательный. Сравнивая это уравнение с (36), 

получим 
3

1
cos  , ,

3

2
cos    р =1, т. е. плоскость от-

стоит от начала координат на одну единицу длины, а перпенди-

куляр к ней образует с осью Ох острый угол α (cos α > 0), а с 

осями Оу и Оz – тупые углы β и γ. 

б) Вектор 








1;
2

1
;
2

1
N  перпендикулярен данной плоскости. 

Его длина .1
2

3
1
4

1

4

1
N   Поэтому уравнение б) не являет-

ся нормальным. 

Пример 35. Привести к нормальному виду уравнение  

3х – 6у + 2z + 14 = 0. Определить расстояние данной плоскости 

от начала координат. 

Решение. Находим нормирующий множитель  

7

1

4369

1
M 


  и получаем нормальное уравнение 

,
3

2
cos 
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.02z
7

2
y
7

6
x
7

3
  Отсюда видно, что расстояние плоскости 

от начала координат р = 2. 

Пример 36. На оси Ох найти точку, удаленную от плоскости 

3х + у – 2z + 4 = 0  на расстояние .
3

1
d   

Решение. Поскольку искомая точка М лежит на оси Ох,  то 

ее координаты (х, 0, 0). Приводим уравнение плоскости к нор-

мальному виду, умножая на нормирующий множитель 
3

1
 :  

.0
3

4
z
3

2
y
3

1
x
3

2
  

Отклонение δ (от точки М (х, 0, 0) до этой плоскости)  

.
3

4
x
3

2

3

4
0
3

2
0
3

1
x
3

2
  

По условию ,
3

1
d   т. е. 

3

1
 . Поэтому ,

3

1

3

4
x
3

2
  от-

куда 
2

5
x1  , 

2

3
x2   

Условию задачи удовлетворяют две точки: М1
)0;0;

2

5
(  и М2 

)0;0;
2

3
(  

Пример 37. Провести плоскость, параллельную данной  

плоскости х + у + z – 1 = 0 и отстоящую от нее на    ед. длины. 

Решение. Приведем данное уравнение к нормальному виду, 

умножив на 
3

1
  , получим  .0

3

1
z
3

1
y
3

1
x
3

1
  

Искомая плоскость есть геометрическое место точек М (х, у, z), 

для которых ,3d   поэтому ,3
3

1
z
3

1
y
3

1
x
3

1
  

откуда получаем х + у + z – 4 = 0 и х + у + z + 2 = 0. 

Эти две плоскости удовлетворяют условию задачи. 
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Решить самостоятельно 
 

1. Определить, являются ли следующие уравнения плоско-

стей нормальными: а) ,02z
3

2
y
3

1
x
3

2
  б) .02z

4

1
y
2

1
x
4

1
  

2. Привести к нормальному виду уравнение плоскости 6х – 

6у – 7z + 33 = 0. Найти ее расстояние от начала координат. 

3. Найти расстояние от точки М1 (2; –1;  –1) до плоскости 

16х – 12у + 15z – 4 = 0. 

4. На оси Оz найти точку, расстояние которой от плоскости 

2х + 3у – 6z + 4 = 0 равно 2. 

5. Составить уравнение плоскостей, параллельных плоско-

сти: х – 2у + 2z – 2 = 0 и отстоящих от нее на расстоянии .
3

1
d   

6. На оси Оу найти точку, равноудаленную от точки А (2; 0; 

1) и от плоскости х + 2у + 2z – 5 = 0. 

7. Составить уравнение плоскостей, делящих пополам дву-

гранные углы между плоскостями 

2х – 3у– 4z – 3 = 0 и 4х – 3у– 2z – 3 = 0  (Указание. Искомые 

плоскости представляют собой геометрическое место точек, 

равноудаленных  от двух данных плоскостей).  

 

Ответы к задачам: 

1. а) да, б) нет. 2. ,03
11

7

11

5

11

6
 zyx p = 3. 3. 1. 4. М1 (0; 0; 

 – .
3

5
), М2 (0; 0; 3). 5. х –2у + 2z – 1 = 0, х – 2у + 2z – 3 = 0. 6. (0;  

–2; 0). 7. x + z = 0, x – y – z – 1 = 0. 

 

 

7.3. Взаимное расположение плоскостей 
 

Пусть даны плоскости  А1х + В1у + С1 z + D1 = 0  и  А2х + 

В2у + С2 z + D2 = 0. Угол между нами равен углу между перпен-

дикулярными к ним  векторами 1N  {А1, В1, С1} и 2N  {А2, В2, С2}. 

Косинус этого угла вычисляется по формуле: 
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.
CBACBA

CCBBAA

NN

NN
cos

2
2
2
2
2
2
1
2
1
2
1
2

212121

21

21




                    (38) 

 

Плоскости параллельны, если 1N  и 2N  коллинеарны, т. е.: 

.
C

C

B

B

A

A

2

1

2

1

2

1                                        (39) 

Условие перпендикулярности плоскостей: 1N 2N = 0, т. е.: 

                 А1 А2 + В1В2 + С1С2 = 0.                              (40) 

Если даны три плоскости своими уравнениями:   

А1х + В1у + С1 z + D1 = 0, 

А2х + В2у + С2 z + D2 = 0,                                                    (41) 

А3х + В3у + С3 z + D3 = 0.  

то их общие точки определяются из системы уравнений (41). 

В случае, когда перпендикулярные к этим плоскостям  векторы  

1N  {А1, В1, С1}, 2N  {А2, В2, С2}, 3N {А3, В3, С3}, некомпланарны, 

три плоскости имеют единственную общую точку. В самом деле, 

тогда смешанное произведение                       

1N 2N 3N    =     

333

222

111

CBA

CBA

CBA

 0 ,  данный определитель является 

определителем системы (41). Такая система имеет, и притом 

единственное, решение. 

Пример 38. Найти угол между  плоскостями х + у – 1 = 0 и 

2х – у +    + 1= 0. 

Решение. Выпишем координаты перпендикулярных к дан-

ным плоскостям векторов 1N  и 2N ;   

1N {1; 1; 0}, 2N {2; – 1; 1/3}. По формуле (38):  

,
4

1

31411

12

NN

NN
cos

21

21 



  т. е. 

'03075
4

1
arccos  
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Пример 39. Плоскость проходит через ось Оz и составляет с 

плоскостью 2х + у –     = 0 угол 
3


. Найти ее уравнение. 

Решение. Уравнение всякой плоскости, проходящей через 

ось 0z, имеет вид Ах + Ву = 0. Разделив на B и обозначив m = 
B

A
, 

получим mх + у = 0. Перпендикулярный к этой плоскости вектор  

N {m; 1; 0} по условию составляет с вектором 1N  {2; 1; – 5 },  

перпендикулярным плоскости  2х + у – z5  = 0, угол 
3


. Следо-

вательно, 
5141

12

2

1
.,

3
cos

2
1

1





m

m
ет

NN

NN
. Из полученного урав-

нения определяем значение m: 

)1m(10 2 = 4m + 2, 10 (m
2 
+ 1)  = 16m

2
 + 16m + 4, 

6m
2 
+ 16m – 6 = 0,    m1 = 

3

1
,  m2 = –3. 

Таким образом, условию задачи удовлетворяют две плоско-

сти: 
3

1
x + y = 0 и –3x + y = 0. 

Пример 40. Установить, что плоскости  x – y – z – 10 = 0, 

4х+11z + 43 = 0 и 7х– 5у– 31=0 имеют единственную общую 

точку. Найти ее. 

Решение. Выпишем координаты векторов: 1N , 2N , 3N :  

 1N {1; –1; –1}, 2N {4; 0; 11}, 3N {7; –5; 0} и вычислим их смешан-

ное произведение 1N 2N 3N = .02

057

1104

111







 

Так как 1N 2N 3N 0 , то три данные плоскости пересекаются 

только в одной точке. Чтобы найти ее, перепишем данные урав-

нения, перенеся  свободные члены вправо, 

х – у – z = 10, 

4x + 11z =– 43, 

7х – 5у = 31. 
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и применим для решения этой системы формулы Крамера. 

Ранее найдено Δ = –2. Далее, Δx = – 6, Δy = 4, Δz = 10. Поэтому 

5
2

10
z,2
2

4
y,3
2

6
x 










 . Итак, данные три плоскости 

имеют общую точку Р (3; –2; –5).  

 

 

Решить самостоятельно 
 

Вычислить угол между следующими плоскостями.  

1. 2х – у + 2z + 15 = 0 и 6х + 2у – 3z – 1 = 0.      

2. 6х + 2у – –4z + 5 = 0 и 9x + 3y – 6z – 2 = 0. 

3. х –  у+ z2  –5 = 0 и х = 0.  

4. х + 2у – 2z = 0 и 2x + y  + 4z + 3 = 0.  

5. Найти уравнение плоскости, проходящей через ось Ох и 

составляющей с плоскостью у = х  угол 
3


 . 

6. Установить, что плоскости 5х + 3у + 10z + 30 = 0,  

4х – 5 у + 10 z + 20 = 0 и 6х + 11у + 30z = 0 имеют единствен-

ную общую точку и найти ее. 

 

Ответы к задачам: 

1. 
21

4
arccos . 2. Плоскости параллельны. 3. 

3


  . 4. 

2


  .  

5. 0 zy . 6. (–10; 0; 2). 

 

 

§ 8. Основные задачи  
на составление уравнения плоскости 

 

Большинство задач на составление уравнения плоскости 

сводится к одной из следующих основных задач: 

I. Найти уравнение плоскости, проходящей через данную 

точку М0 (x0, у0, z0) перпендикулярно данному вектору  

N  {А, В, С}. 
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Решение. Пусть М (х, у, z) – произвольная точка плоскости. 

По условию вектор MM 0  {х – х0, y – yл, z – z0} перпендикулярен 

данному вектору   (рис. 13). Следовательно, скалярное произ-

ведение этих двух векторов равно нулю, т. е.   MM 0  = 0. Запи-

сывая это условие в координатах: 

 

А (х – x0) + В (у – y0) + С (z – z0) = О,                  (42) 

 

получим искомое уравнение. 

 

 

 

II. Найти уравнение плоскости, проходящей через данную 

точку М0 (х0, у0, z0) параллельно двум данным (неколлинеарным) 

векторам a {ах, ау, аz] и b{bx, bу,  bz}. 

 

Решение. Возьмем произвольную точку плоскости М (х, у, 

z) Векторы MM 0  {х– х0, у– у0, z– z0}, a  и b  будут компланарны, 

так как они расположены в параллельных плоскостях (рис. 13). 

Следовательно, их смешанное произведение MM 0 a b  = 0. 

Записывая это условие в координатах, получим уравнение 

искомой плоскости в виде 

 

zyx

zyx

000

bbb

aaa

zzyyхх 

= 0                                       (43) 

 

Вычислить этот определитель удобнее разложением по пер-

вой строке. 

 

Рис. 14 Рис. 13 
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III. Найти уравнение плоскости, проходящей через две дан-

ные точки М1 (x1, y1, z1) и M2 (x2, y2, z2) параллельно данному век-

тору a{ax, ay, az}, ( 21MM  и а неколлинеарны) (рис. 14). 

Решение. Пусть М (х, у, z) – произвольная точка плоскости. 

Тогда векторы (рис. 15) MM1 {х – х1, у – у1, z – z1}, 21MM {х – х1, у 

– у1, z – z1}, и a  {ax, ay, az} располагаются  в параллельных плос-

костях и, следовательно, компланарны. Приравнивая нулю сме-

шанное произведение этих векторов, получим искомое уравне-

ние в виде 

  .0

aaa

zzyyxx

zzyyхх

zyx

121212

111





                                        (44) 

   

 

Рис. 15                                                    Рис. 16    

 

 

В конкретных  задачах определитель левой части равенства 

раскрывается разложением по первой строке.                                                                                                 

IV. Найти уравнение плоскости, проходящей через три дан-

ные точки М1 (х1, у1, z1), М2 (x2, y2, z2), М3 (х3, у3, z3).  

Решение. Возьмем произвольную точку М (х, у, z) плоско-

сти и соединим одну из данных точек, например, М1, с точками 

М, М2 и М3. Векторы MM1 , 21MM , ,MM 31 компланарны, и поэтому 

их смешанное произведение равно нулю: 

 

 .0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyхх

131313

121212

111









                               (45) 
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Полученное уравнение (44) – искомое. (Замечание. Нетруд-

но увидеть, что задачи III и IV, в сущности, являются частным 

случаем задачи II. Во всех этих задачах плоскость может быть 

определена точкой и двумя параллельными ей векторами, ко-

торые, в частности, могут лежать на плоскости. С другой сторо-

ны, задачу II можно свести к задаче I, так как если а и b парал-

лельны какой-нибудь плоскости, то их векторное произведение 

 baN  перпендикулярно этой  плоскости. Так что все эти зада-

чи можно решить единым методом. Однако на практике удобнее 

поступать так, как указано выше.) 

Пример 41. Найти уравнение плоскости, проходящей через  

точку М0 (2; –3; –7) параллельно плоскости 2х – 6y – Зz + 5 = 0.  

Решение. Вектор   {2; – 6; – 3}, перпендикулярный данной 

плоскости,  перпендикулярен и любой параллельной ей плоско-

сти. Следовательно, искомая плоскость проходит через точку  

М0 (2; –3; –7) перпендикулярно вектору   {2; –6; –3} (задача I). 

Искомое уравнение найдем по формуле (42): 

2(х – 2) –  6(у + 3) –  3(z – 7) = 0; 2x– 6у– 3z –  43 = 0. 

Пример 42. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через точку M0 (2; – 3; 5) перпендикулярно линии пересечения 

плоскостей 2x + у – 2z + 1 = 0 и х + у + z – 5 = 0. 

Решение. Перпендикулярные каждый своей плоскости векто-

ры    {2; 1; – 2} и    {1; 1; 1} перпендикулярны линии их пересе-

чения и, следовательно, параллельны искомой плоскости (рис. 16). 

Таким образом, искомая  плоскость проходит через точку М0 

параллельно двум векторам    и 2N  (задача II). Пусть М (х, у, z) 

– произвольная точка плоскости, тогда векторы      {х –  2; у + 

3; z –  5},    {2; 1; – 2} и    {1; 1; 1} компланарны, и поэтому их 

смешанное произведение равно нулю: 

.0

111

212

5z3y2x




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Раскрывая определитель по первой строчке, получим иско-

мое уравнение: (x – 2)
11

21 
 – (y + 3)

11

22 
+ (z – 5)

11

12
 = 0;  

3 (x – 2) – 4 (y + 3) + (z – 5) = 0; 3x–  4y + z – 23 = 0. 
Пример 43. Найти уравнение плоскости, проходящей через 

точки М1 (2; 3; –1) и М2 (1; 5; 3) перпендикулярно плоскости   

3x – y + 3z + 15 = 0. 

Решение. Вектор N  {3; –1; 3}, перпендикулярный данной 

плоскости, будет, очевидно, параллелен искомой. Таким обра-

зом, искомая плоскость проходит через точки М1 и М2 парал-

лельно вектору N  (задача III). Надо только проверить, что векто-

ры 21MM , и N  неколлинеарны. Координаты вектора 21MM  полу-

чатся, если из координат конца вычесть координаты начала:  

21MM  {– 1; 2; 4}.Поскольку координаты векторов  21MM  и N  не-

пропорциональны, это векторы неколлинеарны. Пусть М (x, y, z) 

– произвольная точка плоскости, тогда векторы MM1 , 21MM  и N   

компланарны, следовательно, их смешанное произведение равно 

нулю: .0

313

421

1z3у2х









 

Вычисляя определитель, получим искомое уравнение  

10х + 15y – 5z – 70 = 0, т. е. 2x + 3y – z – 14 = 0. 

Пример 44. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через точки М1 (1; 2; 3), М2 (4; –1; –2) и М3 (4; 0; 3). 

Решение. Пусть М (х, у, z) – произвольная точка плоскости, 

тогда векторы MM1 {x – 1, y – 2, z – 3}, 21MM {3; – 3; – 5} и 31MM

{3; –2; 0} компланарны. Поэтому .0

023

533

3z2у1х









 

Раскрывая определитель, получим (верно) 

– 10 х – 15у + 3z + 31 = 0. Это и есть искомое уравнение. 

(Замечание. Для проверки правильности вычисления опре-

делителя рекомендуется в полученное уравнение подставить ко-



 

-49- 
 

ординаты точек, лежащих на плоскости; должно получиться то-

ждество. В противном случае в вычислении допущена ошибка.) 

 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку  

М0 (–2; 7; 3) параллельно плоскости х –  4у + 5z + 1= 0. 

2. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку  

М0 (2; – 3; 1) параллельно векторам а  {– 3; 2; – 1} и    {1; 2; 3}. 

3. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку  

М0 (2; 2; –2) перпендикулярно линии пересечения плоскостей  

3x – 2y – z +1 = 0 и х – у – z = 0. 

4. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки  

M1 (2; – 15; 1) и М2  (3; 1; 2) перпендикулярно плоскости  

3х – у – z = 0. 

5. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки  

М1 (1; 1; 1), М2 (– 1; 1; – 1) параллельно прямой, определяемой 

точками A (5; –2; 3) и В (6; 1; 0). 

6. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

М1 (3; –1; 2), М2 (4; –1; –1), М3 (2; 0; 2). 

7. Найти высоту пирамиды  SАВС, опущенную из вершины  

S на грань АВС, если S (1; 4; – 2), A (0; –1; 1), В (3; 5; 1),  

С (1; –3; –1).  

Указание. Данную высоту можно найти как расстояние от 

точки S до плоскости, определяемой точками А, В, С. 
 

Ответы к задачам: 

1. х – 4у + 5z + 15 = 0. 2. х + у – z + 2 = 0. 3. х + 2у – z – 8 = 0. 

4. 9х – у + 7z – 48 = 0. 5. 3х – 4у – 3z + 4= 0. 6. 3х + 3у + z – 8 = 0. 

7. h = 3. 
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§ 9. Прямая линия 
 

1. Уравнения прямой. Линию L в пространстве можно оп-

ределить как пересечение двух поверхностей. Рассматривая сов-

местно уравнения этих поверхностей, получим уравнения линии 

L, в виде 

 

   F1(х, у, z) = 0,  

   F2(х, у, z) = 0.                                                                                  (46) 

 

Параметрические уравнения линии L получатся, если выра-

зить координаты ее текущей точки М (х, у, z) в виде функции не-

которого параметра t, изменяющегося вдоль линии от начально-

го значения t0, до конечного значения t1  

 

х = х(t), у = у(t), z = z(t), (t0 ≤ t ≤ t1)                     (47) 

 

Линия L является прямой, если можно выбрать такой пара-

метр t что уравнения (47) будут линейными 

 

х = а + mt, у = b + nt, z = с + рt, (– ∞ < t < + ∞)         (48) 

 

Уравнения (48) называются параметрическими уравне-

ниями прямой. Входящие в них коэффициенты а, b, с, m, n, р 

имеют следующий геометрический смысл: (а, b, с) – координаты 

некоторой точки М0, лежащей на прямой (М0 отвечает значению 

параметра t = 0); {m, n, р} – координаты вектора   , параллельно-

го прямой. Вектор    {m, n, р} называется направляющим век-

тором прямой. Исключая из уравнений (48) параметр t, приходят 

к каноническим уравнениям прямой:  

 

          .
p

cz

n

by

m

ax 






                                        (49) 
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Обратный переход от (49) к (48) легко осуществляют, приравни-

вая каждое из трех отношений (49) к t. При этом, если знаменатель 

либо отношения равен нулю, то надо приравнять нулю его числитель. 

Общими уравнениями прямой называются уравнения вида 
 

         А1x + B1y + C1z + D1 = 0, 

         А2x + B2y + C2z + D2 = 0.                                                    (50) 

 

Заметим, что (50) есть частный случай 

уравнений (46). Чтобы от общих уравнений 

прямой (50) к ее каноническим уравнениям 

(49), надо на прямой найти какую-нибудь 

точку М0 (а; b; с) и определить ее направ-

ляющий вектор   . Точку М0 находят так: за-

дают произвольно значение z = c и из систе-

мы (50) находят х = а, у = b. Направляющий  

вектор    параллелен линии пересечения 

плоскостей (50), и следовательно, перпенди-

кулярен обоим векторам    
    {A1, В1, С1} и 

  
     {A2, В2, С2} (рис. 17). Поэтому в качестве 

   можно взять вектор  

        .

222

11121

CBA

CBA

kji

NNs                                    (51) 

Канонические уравнения прямой, проходящей через точки 

М1 (x1, y1,z1) и М2 (x2, y2, z2), имеют вид 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














                               (52) 

Здесь в качестве направляющего вектора    берется вектор  

21MM .  

Рис.17 

Рис. 17 
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Пример 45. Написать канонические и параметрические 

уравнения прямой, образующей с осями координат углы  

3

2
,
4
,
3








  и проходящей через точку М0 (– 1; 0; 5). 

Решение. В качестве направляющего вектора    можно взять 

единичный вектор данной прямой. Его координатами являются 

направляющие косинусы  

.
2

1

2

2

2

1

3

2
cos

4
cos

3
coscoscoscos

kjik

jikjis










 

По формуле (49) найдем канонические уравнения прямой 

,

2

1

5

2

2

0

2

1

1









 zyx
 или, умножив все знаменатели на 2, 

.
1

5

21

1






 zyx
 Приравняв каждое из этих отношений к t: 

,
1

5

21

1
t

zyx








 получим параметрические уравнения данной 

прямой x = –1 + t, у = t2 , z = 5 – t. 

Пример 46. Написать канонические и параметрические 

уравнения прямой, проходящей через точку M0 (1; –2; 2) парал-

лельно оси Оу. 

Решение. Вектор j  {0; 1; 0}, расположенный на оси Оу, по 

условию параллелен прямой. Поэтому его можно считать на-

правляющим вектором этой прямой. По формуле (49) получим 

ее каноническое уравнение .
0

2

1

2

0

1 





 zyx  

Переходя к параметрическим уравнениям, здесь надо учесть, 

что нули в знаменателях 1-го и 3-го отношений означают, что  

х – 1 = 0 и z – 2 = 0. Приравнивая 2-е отношение к t, получим  

y = – 2 + t. 



 

-53- 
 

Следовательно, искомые параметрические уравнения имеют 

вид x =1, у = – 2 + t, z = 2. 

Пример 47. Даны вершины треугольника А (2; 3; – 1), В(1; 

–2; 0) и С (– 3; 2; 2). Составить канонические уравнения медиа-

ны АР. 

Решение. Точка Р делит сторону ВС пополам. Поэтому ко-

ординаты точки Р равны полусуммам координат В и С 

,1
2

31



px  ,0

2

22



py  .1

2

20



pz  

Следовательно, Р (–1;0; 1). Так как медиана проходит через 

точки A и Р, то по формуле (21) ,
11

1

30

3

21

2













 zyx  тем самым по-

лучены искомые канонические уравнения .
2

1

3

3

3

2 









 zyx
 

Пример 48. Привести к каноническому виду уравнения 

прямой 

x – 2y + 3z – 4 = 0, 

3x + 2y – 5z – 4 = 0. 

Решение. Определим координаты какой – либо точки на 

прямой. Для этого положим в обоих уравнениях z = 0. 

   x – 2y  – 4 = 0, 

    3x + 2y – 4 = 0. 

Отсюда определим х = 2иy = –1. Таким образом, М0 (2; –1; 0). 

Направляющий вектор    найдем по формуле (20). Здесь  

1N {1; –2; 3}, 2N {3; 2; –5} и kji

kji

s 8144

523

321 



 . 

По формуле (49) найдем канонические уравнения  

.
47

1

2

2
,
812

1

4

2 zyx
или

zyx












(Замечание. Иногда используют 

другой чисто формальный прием приведения общих уравнений 

прямой к каноническому виду. Для этого выражают одну из ко-

ординат из заданных уравнений поочередно через две другие и 
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приравнивают результаты. В данном примере, складывая урав-

нения, получим 4х – 2z – 8 = 0, или x = .
2

4z  Умножая первое 

уравнение на 5, а второе на 3 и складывая, найдем 14x – 4у – 32 = 0, 

или x = .
2/7

8

7

162 


 yy
 Приравнивая результаты, получим канони-

ческие уравнения в виде x = ,
2

4

2/7

8 


 zy
 или .

4

4

7

8

2







zyx
Эти 

уравнения отличаются от найденных выше только тем, что для 

их записи  используется другая точка на прямой: М0 (0; –8; – 4) 

вместо М0 (2 ; –1; 0 )). 

Пример 49. Через точку М0 (2; –3; –4) провести прямую, па-

раллельную прямой 

x + y –z + 2 = 0, 

 x – y + 2z – 1 = 0. 

Решение. Найдем, как выше, направляющий вектор данной 

прямой 

  kji

kji

NNs 23

211

11121 



 , т. е.    {1; –3; –2}. 

Этот же вектор будет по условию параллелен и искомой 

прямой, поэтому ее канонические уравнения запишутся по фор-

муле (18) .
2

4

3

3

1

2











 zyx
 

Пример 50. Написать канонические уравнения перпендику-

ляра, опущенного из начала координат на плоскость  

4х – у – 2z – 3 = 0. 

Решение. Вектор N {4; –1; 2}, перпендикулярный данной 

плоскости, параллелен искомой прямой, и его можно считать 

направляющим вектором этой прямой. По формуле (49)  

.
214

zyx




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Решить самостоятельно 
 

1. Написать канонические и параметрические уравнения 

прямой, проходящей через точку M0 (–1; 1; –3) параллельно век-

тору    {1; –3; 4}. 

2. Написать канонические и параметрические уравнения 

прямой, проходящей через точки M1 (2; –1; –1) и М2  (3; 3; –1). 

3. Написать канонические и параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку М0 (– 1; – 2; 2) параллельно оси Ох. 

4. Составить канонические уравнения прямой, проходящей 

через точку М0 (1; –5; 3) и образующей с осями координат углы 

.
3

2
,
3

,
4








   

5. Даны вершины треугольника А (– 5; 7; 1), B (2; 4; –1),  

С (–1; 3; 5). Найти канонические уравнения медианы, опущен-

ной из вершины В на сторону АС. 

6. Даны вершины треугольника А (1; –1; 3), В (3; –4; 9), 

С (–5; 11; 7). Найти канонические уравнения биссектрисы его 

внутреннего угла при вершине А.  

Указание. Рассмотреть векторы AB   и  AC  и найти вектор   , 

идущий по биссектрисе угла ВАС. Этот вектор и будет направ-

ляющим вектором искомой биссектрисы. 

Привести к каноническому виду следующие уравнения 

прямых. 

7.   x – 3y + 2 = 0, 

      2y – z + 1 = 0. 

8.    2x– 3y – 3z – 9 = 0,                       9.  x –  2y + 3z + 1 = 0, 

       x – 2y +z + 3 = 0.                              2x + y –  4z – 8 = 0. 

10. Найти канонические уравнения прямой, проходящей че-

рез точку М0 (1; –3; 5) параллельно прямой 

    3x –  y + 2z –  7 = 0, 

     x + 3y – 2z + 3 = 0. 



 

-56- 
 

11. Найти канонические уравнения прямой, проходящей через 

точку М0 (2; 1; – 1) перпендикулярно плоскости х – у + z – 1 = 0.  

Ответы к задачам: 

1. .43,31,1.;
4

3

3

1

1

1
tztytx

zyx











 

2. .1,41,2.;
0

1

4

1

1

2









ztytx

zyx

 

3. .2,2,1;
0

2

0

2

1

1









zytx

zyx
 

4. .
1

3

1

5

2

1









 zyx

 

5. .
4

1

1

4

5

2 







 zyx

 

6. .
8

3

3

1

1

1 







 zyx

 

7. .
2

1

13

2 


 zyx
 8. .

1

3

59



zyx

 9. .
1

1

21

2 


 zyx

  

10. .
5

5

4

3

2

1 







 zyx

 

11. .
1

1

1

1

1

2 







 zyx
 

 

 

2. Взаимное  расположение  двух прямых. Пусть даны две 

прямые своими каноническими уравнениями: 

 

   .,
2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

p

cz

n

by

m

ax

p

cz

n

by

m

ax 












                               (53) 

 

и прямые заданы своими точками М1 (а1, b1, с1) и М2 (а2, b2, с2) и 

направляющими векторами  1 {m1, n1, р1} и  2 {m2, n2, р2}. Угол φ 

между этими прямыми называется угол между их направляю-

щими векторами  1 и  2, и поэтому: 
 

.
pnmpnm

ppnnmm

ss

ss
cos

2
2
2
2
2
2
1
2
1
2
1
2

212121

21

21




                     (54) 
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Условие перпендикулярности прямых (54)  1  2= 0  или 

 

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0.                                  (55) 

 

Условие параллельности: 

 

.
p

p

n

n

m

m

2

1

2

1

2

1                                          (56) 

 

Возможны следующие четыре случая взаимного расположе-

ния прямых: 

I. Прямые сливаются:  1  2 ||  1, т. е. .
p

cc

n

bb

m

aa

1

12

1

12

1

12 






 

II. Прямые параллельны: М 
    М 

     ∦    , но     ||    , т. е. 

.
p

p

n

n

m

m

2

1

2

1

2

1   

III. Прямые пересекаются:     ≠    , но М 
    М 

    ,    ,     компла-

нарны, т. е. 

.0

pnm

pnm

ccbbaa

D

222

111

121212





                       (57) 

 

IV. Прямые скрещиваются:   
      

    ,    ,     – некомпланарны, 

т. е. D ≠ 0. Условие (57) выполняется и в случаях I и II, тем са-

мым оно означает, что две прямые лежат в одной плоскости. 

Пример 51.  Определить угол между прямыми:   

3x – 4y – 2z = 0,                и           4x + y –6z  –2 = 0,                                                                                           

2x + y – 2z + 1 = 0                           y – 3z – 2 =0.       

Решение. По формуле (51) найдем направляющие векторы 

этих прямых: 
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,k11j2i10

212

243

kji

s1 



   .k4j12i3

310

614

kji

s2 



 . Ко-

синус угла между данными прямыми  

,
195

98

1614491214100

411122310
cos

21

21 




ss

ss
 

'04859
195

98
cosar  . 

 

Пример 52. Составить канонические уравнения прямой, ле-

жащей в плоскости хОz, проходящей через начало координат и 

перпендикулярной к прямой   .
1

5z

2

1y

3

2x 








 

Решение. Пусть s {m, n, р} – направляющий вектор искомой 

прямой. Прямая лежит в плоскости хOz, поэтому проекция век-

тора   на ось Оу равна нулю, т. е. п = 0. Из условия перпенди-

кулярности вектора   {m, n, р} направляющему вектору     {3;  

–2; 1} данной прямой получим 3m + р = 0. 

Поскольку направляющий вектор   задается с точностью до 

множителя, можно одну из его координат выбрать произвольно. 

Например, положив m = 1,получим р = –3, следовательно,    {1; 

0; –3}. Искомая прямая, кроме того, проходит через точку O (0; 

0; 0), поэтому ее канонические уравнения .
3

z

0

y

1

x


  

Пример 53. Доказать, что прямые 
2

z

1

2y

2

1x










 и 

1

6z

2

11y

1

1x 






 пересекаются. Найти их точку пересечения. 

Решение. Точка M1 (1; –2; 0) лежит на первой прямой, а M2 

(–1; –11; –6) на второй. Найдем смешанное произведение векто-

ров 21MM {–2; –9; –6}, 1s {2; –1; –2} и 2s {1;2;1}: 

21MM 1s 2s = .0564932

121

212

692





 



 

-59- 
 

Следовательно, эти векторы компланарны, и две данные 

прямые лежат в одной плоскости. Поскольку     и     неколлине-

арны (их координаты непропорциональны), то прямые не парал-

лельны, т. е. пересекаются. Точки пересечения прямых можно 

найти, например, так: привести уравнения одной из прямых к 

параметрическому виду и из уравнений второй прямой найти 

значение параметра t, отвечающее точке пересечения. В данном 

примере параметрические уравнения первой прямой х = 1 + 2t, y 

= – 2 – t,  z =  –2t. 

Подставляя эти выражения для x, y, z в уравнения второй 

прямой, получим 
1

t26

2

t9

1

t22 





, откуда t = 1.  Следовательно, 

точка пересечения х = 1 + 2 ∙ 1 = 3,   y = –2–1 = –3,  z = –2 ∙ 1 = –2. 

 
 

Решить самостоятельно 
 

Найти угол φ между прямыми. 

1. 
2

z

1

2y

1

3x








 и  

2

5z

1

3y

1

2x 






 

 

2.    x + 3z– 7 =0,        и     x – 2z – 5 =0, 

        y = 0                            y = 0 

Доказать, что прямые взаимно перпендикулярны. 

3.  
3

z

2

1y

1

x





          и          3x + y  –5z + 1 = 0     

                                               2x +3y  –8z + 3 = 0                        

                                                                x = 1 + 2t,                                     

4.         2x + y – 4z + 2 = 0                     y = –2 + 3t 

            4x – y  –5z + 4 = 0                      z = 1  –6t 

 

5. Доказать, что следующие две прямые параллельны 

    
12

1

3

2 zyx








       и           x + y –z = 0, 

                                                x – y – 5z – 8 = 0.              

и 
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6. Составить  уравнения  прямой,  проходящей  через точку М0 

(3; –2; 0) перпендикулярно к прямой 
3

2

12

1 





 zyx
 и располо-

женной в плоскости хОу. 

7. Составить уравнения  прямой,  проходящей через точку М0 (1; 

2; –1) параллельно линии пересечения плоскостей 3х + 2у–2z 

+1= 0 и x + y + z =0. 

8. Доказать, что следующие прямые скрещиваются. 

                       х— y +  2z– 1= 0,       и            x + y + z = 0, 

                        2х + у – z + 2 = 0                    2x – 3z = 0 

9. Доказать, что прямые пересекаются, и найти их точку пересе-

чения. 

                        х + у –z + 4 = 0,                

                       2x –Зy – z – 5 = 0       и         
2

1

1

3

4

3 





 zyx
 

Ответы к задачам 

1. 
3


  . 2. 

4

3
  . 6. 

02

2

1

3 zyx





 . 7. 
1

5

5

2

4

1 







 zyx . 9. (1; –2; 3).  

 
 

 

§ 10. Основные задачи на прямую и плоскость 
 

1. Взаимное расположение прямой и плоскости. Пусть да-

ны прямая 

                 
p

cz

n

by

m

ax 






                                (58) 

и плоскость         

   Ax + By + Cz + D = 0.                            (59) 

Угол ψ между прямой и плоскостью называется острый угол 

между прямой и ее проекция на плоскость. Этот угол определя-

ется по формуле 
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.sin
222222 pnmCBA

CpBnAm

sN

sN




                      (60) 

Условие параллельности прямой и плоскости: sN  = 0, т. е. 
 

 Am + Bn + Cp = 0                                (61)                                                                       
 

Условие перпендикулярности:    ||   , т. е. 

 .
p

C

n

B

m

A
                                              (62) 

Точка пересечения Р прямой и плоско-

сти находится следующим образом: уравне-

ния прямой приводится к параметрическому 

виду x = a + mt, y = b + nt, z = c + pt, и затем 

подстановкой в уравнение (59) определяется 

значение параметра t отвечающее точке пе-

ресечения Р. Если при такой подстановке 

уравнение (59) удовлетворяется тождест-

венно (при любом t), то прямая (58) лежит в  плоскости (59). Ус-

ловием  этого является  соблюдение равенств Am + Bn + Cp = 0  

и  Aa + Bb + Cc + D = 0. 

Пример 54. Найти угол ψ между прямой, проходящей через 

точки А (–1; 0; –5) и В (1; 2; 0), и плоскостью х – 3y + z + 5 = 0. 

Решение. В качестве направляющего вектора прямой можно 

взять вектор   =   {2; 2; 5}. Так как вектор    имеет координа-

ты {1; – 3; 1}, то по формуле) (60). 

;
311

1

2544191

512321
sin 






sN

sN
  .3

311

1
arcsin 0  

Пример 55. Найти точку пересечения прямой  

1

1

3

9

4

12 





 zyx
 и плоскости 3х + 5у – z – 2 = 0. 

Решение. Приводим уравнение прямой к параметрическому 

виду, приравнивая к t каждое из трех данных отношений, x = 12 

Рис. 18 
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+ 4t, y = 9 + 3t, z = 1 + t. Подставляя отсюда x, y, z в уравнение 

плоскости 3 (12 + 4t) + 5 (9 + 3t) – (1 + t) –2 = 0, откуда получа-

ем  t = –3. Искомая точка пересечения прямой и плоскости имеет 

координаты х = 12 + 4 (–3) =0, y = 9 + 3 (–3) =0, z = 1–3 = –2. 

Пример 56. Найти проекцию B точки А (5; 2; –1) на плос-

кость  2x – y + 3z + 23 = 0. 

Решение: Вектор N  {2; –1; 3}, перпенди-

кулярный к данной плоскости, будет направ-

ляющим в вектором перпендикуляра АВ 

(рис. 19). Поэтому канонические уравнение 

перпендикуляра имеют вид 
3

1

1

2

2

5 







 zyx
. 

Параметрические уравнения прямой АВ х = 5 + 2t, y = 2 – t, z  = 

–1 + 3t. Подставляя значение x, y, z из этих уравнений в данное 

уравнение плоскости 2 (5 + 2t) – (2 – t) + 3 (–1 + 3t) + 23 = 0, 

найдем t = –2 – значение параметра, отвечающее точке В как 

точке пересечения прямой АВ с данной плоскостью. Следова-

тельно, хВ = 5 + 2 (–2) =1, уВ = 2 – (–2) = 4, zB = –1 + 3 (–2) = –7, 

т. е. B (1; 4; –7). 

Пример 57. Найти проекцию В точки А (4; 3; 10) на прямую  

5

3

4

2

2

1 





 zyx
. 

Решение. Точка В есть точка пресечения данной прямой с 

перпендикулярной к ней плоскостью, проходящей через точку А. 

Так как вектор    {2; 4; 5} перпендикулярен этой плоскости, то 

ее уравнение 2 (х – 4) + 4 (y – 3) + 5 (z – 10) = 0, т. е. 2x + 4y + 5z 

– 70 = 0. 

Тем же методом, что и выше, найдем точку пересечения 

данной прямой с найденной плоскостью: В (3; 6; 8) (проверьте!). 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Вычислить угол между прямой 
3

1

124

1






 zyx
 и плоскостью 

6х – 3у + 2z = 0. 

Рис. 19 
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2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку М0 

(3; –2; 4) перпендикулярно плоскости 5х + 3у – 7z + 1 = 0. 

3. Доказать, что прямая 2х – у + 5 = 0 и плоскость параллельны: 
 

4х + 8у + 6z – 3 = 0  

       3у –  4z – 9 = 0. 

4. Показать, что прямая 
3

4

2

1

8

13 





 zyx
 лежит в плоскости   

х + 2у – 4z + 1 = 0. (Указание. Надо доказать, что координаты 

любой точки прямой удовлетворяют уравнению плоскости.) 

5. Найти проекцию точки А (4; –3; 1) на плоскость х + 2у – z 

–  3 = 0. 

6. Найти проекцию точки А (1; 2; 1) на прямую 
2

1

13

2 





 zyx
 

Ответы к задачам: 

1. 
91

18
arcsin . 2. 

7

4

3

2

5

3









 zyx
. 5. ).0;1;5(  6. 










13

27
;

13

7
;

13

5
. 

 

 

2. Проектирующая плоскость. Если прямая задана канони-

ческими уравнениями (58), то каждое из равенств: 

 

                     ,
n

by

m

ax 



,
p

cz

m

ax 



,
p

cz

n

by 



                       (63) 

 

Определяет плоскость, проектирующая данную прямую, со-

ответственно, на координатную плоскость хОу, хОz, yOz. Если 

прямая задана общими уравнениями 
  

А1x + B1y + C1z + D1 = 0, 

А2x + B2y + C2z + D2 = 0. 

то уравнение проектирующей плоскости на хОу получится 

исключением из этих двух уравнений координаты z. Аналогич-

но, проектируя прямую на плоскость уОz (или хОz), надо исклю-

чить координату х (или у). 
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Пример 58. Написать уравнение проекции прямой 

1

2

2

1

2

3 





 zyx
 на плоскость уОz. 

Решение. Уравнение плоскости, проектирующей прямую на 

уОz. 
1

2

3

1 


 zy
, или у – 3z + 5 = 0. 

Искомая проекция получится в пересечении этой плоскости 

с плоскостью уОz (т. е. х = 0), следовательно, искомые уравне-

ния         

 у – 3z + 5 = 0, 

х = 0. 

Пример 59. Найти уравнение плоскости, проектирующей 

прямую   

 3х – у + 2z – 6 = 0, 

 х + 4у – z + 1 = 0. на плоскость хОу. 

Решение. Исключаем из двух данных уравнений координату 

z, для чего умножаем второе из них на 2 и складываем с первым  

5х + 7у – 4 = 0. Это и есть уравнение искомой проектирующей 

плоскости. 

 

 

Решить самостоятельно 
 

1. Составить уравнения проекции прямой 
1

1

1

1

2

1









 zyx
 на 

все координатные плоскости. 

2. Найти уравнения плоскостей, проектирующих прямую  

2х – 4у + z – 1 = 0, 

5х + 8у – 3z + 9 = 0. на все  координатные плоскости. 

3. Плоскость, проходящая через пря-

мую и точку. Пусть даны точка М0  (х0, у0, 

z0) и прямая, заданная уравнениями 

p

cz

n

by

m

ax 






. Требуется найти уравнение 

проходящей через них плоскости. (Разумеет-Рис. 20 
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ся, надо предположить, что точка М0 не лежит на данной пря-

мой.) 

Из уравнений прямой находим, что прямая определяется 

точкой Р (а, b, с) и направляющим вектором   {m, n, р} . 

Пусть М (х; у; z) – произвольная точка плоскости. При лю-

бом ее выборе векторы MM 0  {x – x0, y – y0, z – z0}, PM 0 {a – x0, b – 

y0, с – z 0} и s {m, n, р} лежат в одной плоскости, и поэтому их 

смешанное произведение равно нулю  
 

.0000

000





pnm

zcybxa

zzyyxx

                                 (64) 

 

Раскрывая определитель, получим уравнение искомой плос-

кости в виде (59). Совершенно также найдем уравнение плоско-

сти, проходящей через две параллельные или пересекающиеся 

прямые: на одной из них берется любая точка М0 (не лежащая на 

другой прямой) и плоскость проводится через вторую прямую и 

точку М0. 

Пример 60. Провести плоскость через прямую 

1

1

2

1

1

1









 zyx
 и точку М0 (2; 0; 1). 

Решение. Убедимся, прежде всего, что М0 на прямой не ле-

жит 
1

11

2

10

1

12










. Точка Р (1; –1; –1) лежит на данной пря-

мой, а   {1; 2; –1} – направляющий вектор этой прямой. Пусть М 

(х, у, z) – произвольная точка искомой плоскости, тогда векторы 

MM 0 {x – 2; y;z – 1}, PM 0 {– 1; – 1,  – 2} и   {1; 2; – 1} компланар-

ны. Следовательно, ,0

121

211

12







 zyx

 

т. е.     

(х – 2) 
12

21




 – у 

21

21




+ (z – 1) ,0

21

11



 5 (х – 2) – 3у – (z – 1) = 0. 

Таким образом, искомая плоскость имеет уравнение: 5х – 3у – z – 

9 = 0. 
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Решить самостоятельно 
 

1. Провести плоскость через прямую 
132 





zyx

  и точку М0 

(4; – 3; 2). 

2. Провести плоскость через  пару параллельных прямых   

1

2

32

1 


 zyx
 и 

13

3

2

1 zyx






. 

3. Проверить, что прямые 
2

1

1

2

0 







zyx
  и  

11

2

3

3 zyx








 пере-

секаются. Найти уравнение плоскости, в которой они лежат. 

4.  Найти точку А',  симметричную точке А (6; –4; –2) отно-

сительно плоскости х + у + z – 3 = 0. (Указание. Найти проек-

цию В точки А на плоскость.  Точка В – середина отрезка АА'). 

5. Найти точку А',  симметричную точке А (5: 10; 4) относи-

тельно прямой 
5

3z

4

2y

2

1x 






. (Указание. Проекция точки А на 

прямую есть середина отрезка АА'). 

6.  Найти точку А', симметричную точке А (3; –1; 4) отно-

сительно прямой   

                         х – у – 4z +12 = 0, 

                        2х + у – 2z + 3 = 0. 

7. Составить канонические уравнения перпендикуляра, опу-

щенного из точки А (5; 3; 1) на прямую 
32

1

1

2 zyx






. (Указание. 

Искомый перпендикуляр определяется точками А и В, где В – 

проекция точки А на данную прямую). 

8. Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из на-

чала координат на прямую 
2

1

3

2

4

5









 zyx
. 

9. Составить уравнения прямой, проходящей через точку А 

(4; 0; –1) и пересекающей две данные прямые 
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3

5

4

3

2

1 





 zyx
 и 

2

1

1

2

5









zyx
. (Указание. Используя условия пе-

ресечения искомой прямой с каждой из данных, получим два 

уравнения, наложенных на координаты направляющего вектора 
 ; задавая одну из его координат произвольно, найдем из этих 

уравнений остальные две координаты). 

10. Найти уравнение плоскости, проектирующей прямую 

2

1

1

3

5

2 





 zyx
 на плоскость х + 4у – 3z + 7 = 0. (Указание. 

Вектор  , перпендикулярный данной плоскости, и на-

правляющий вектор   данной прямой параллельны искомой 

плоскости).  

11. Найти канонические уравнения проекции прямой 

2

1

3

4

4 







zyx
 на плоскость х – у + 3z + 8 = 0.  

12. Найти уравнение плоскости, проходящей через прямую  

3

z

1

2y

2

1x






параллельно прямой 

5

2z

3

2y

2

1x










. 

 

Ответы к задачам 

1. 9х + 8у – 6z = 0. 2. 3х – 2у – 3  = 0. 3. х + 6у + 3z – 9  = 0. 

4. ).0;2;8(, A  5 ).12;2;1(,A  6. 7. .
1

1

0

3

3

5









 zyx

 
8. .

272633

zyx





 
9. 

.
58

1

3113

4 


 zyx

 
10. –11х + 17у + 19z – 10  = 0. 11. 

.
1

4,1

4

6,4

7

8,0









 zyx
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Контрольная работа  
 «Плоскость и прямая в пространстве» 

 

Задание 1. 

Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М 

перпендикулярно вектору  . Сделать чертеж. 
 

вариант 
координаты 

точки М 

координаты 

вектора n  
вариант 

координаты 

точки M  

координаты 

вектора n  

1 (1; 1; 1) (2; 3; 1) 6 (1; –1; 1) (2; 1; –1) 

2 (2; 3; –1) (4; 1; –2) 7 (1; 2; 0) (2; –1; 3) 

3 (2; –2; 4) (–1; 1; 3) 8 (–1; 2; 1) (2; –2; 1) 

4 (–1; 2; –3) (2; 1; –2) 9 (1; 2; –3) (–2; –1; 4) 

5 (–3; –1; 1) (–7; 0; –1) 10 (–2; 3; –5) (–6; 0; –3) 

 

Задание 2. 

Найти общее уравнение плоскости, проходящей через три 

данные точки. 

вари-

ант 

Координаты точек вари-

ант 

Координаты точек 

 2A  3A  1A  2A  3A  

1 (1; –1; 2) (2; 1; 2) (1; 1; 4) 6 (1; 0; 2) (2; –2; 1) (2; 1; 0) 

2 (2; –4; –3) (1; 3; –3) (5; 6; 0) 7 (1; 2; –3) (2; –1; 6) (0; –5; –4) 

3 (–3; –5; 6) (2; 1; –4) (0; –3; –1) 8 (–2; 3; –5) (–6; 0; –3) (1; –1; 2) 

4 (–2; 0; 3) (2; 1; –1) (2; –2; –4) 9 (3; 0; –1) (7; –3; 1) (1; –2; –4) 

5 (1; 2; 0) (1; –1; 2) (–3; 0; 1) 10 (4; –1; 2) (3; 0; 1) (–4; 3; 5) 

 

 

Задание 3. 

Составить канонические уравнения прямой, проходящей че-

рез точку М параллельно вектору р. Найти параметрические 

уравнения этой прямой. 

 

вариант 
координаты 

точки M  

координаты 

вектора p  
вариант 

координаты 

точки M  

координаты 

вектора p  

1 (–2; 4; 7) (0; 1; 2) 6 (13; –2; 7) (5; –1; 8) 

2 (6; 12; –1) (2; –1; 1) 7 (–19; 1; –7) (–6; 1; 1) 

3 (1; –4; 4) (2; 1; –7) 8 (3; –3; 4) (2; –17; 4) 

4 (–9; 5; 5) (4; –6; 1) 9 (–5; 9; –13) (5; –3; 2) 

5 (–5; –5; 3) (1; 3; –7) 10 (–15; 5; 6) (11; –2; 0) 

1A
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Задание 4. 

Найти канонические уравнения прямой, проходящей через 

две данные точки М
1
 и М2

. Проверить, принадлежит ли точка М
0
 

этой прямой. 

 

в
ар

и

ан
т Координаты точек 

в
ар

и

ан
т Координаты точек 

1M  2M  0M  1M  2M  0M  

1 (1; –2; 3) (3; 0; –1) (1; 4; –7) 6 (1;4;–2) (1;1;–1) (–1; –7; 3) 

2 (1; 0; 1) (–2; 3; 5) (–4; 3; 3) 7 (1;–2;5) (3; –1; 0) (1; 3; –10) 

3 (–2; 4; 1) (1; –2; 7) (5; –10; 5) 8 (3;4;–1) (2; –1; 1) (–2; –9; 3) 

4 (1; 2; –3) (2; –1; –1) (0; –5; 1) 9 (–2; –3; –2) (1; 0; 5) (4; 3; 1) 

5 (3; 5; 4) (5; 9; 7) (–1; –1; –1) 10 (–1; 4; 2) (3; –2; 6) (1; –2; 6) 

 

Задание 5. 

Прямая задана общими уравнениями. Найти канонические 

уравнения этой прямой. 

 

вариант общее уравнение прямой вариант общее уравнение прямой 

1 








08732

0723

zyx

zyx
 6 









0423

0132

zyx

zyx
 

2 








0332

0

zyx

zyx
 7 









032

0365

zyx

zyx
 

3 








0823

03

zyx

zyx
 8 









0125

0442

zyx

zyx
 

4 








0737

055

zyx

zx
 9 









08253

02

zyx

zyx
 

5 








0232

043

zyx

zyx
 10 









02

0332

zyx

zyx
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Задание 6. 

Составить канонические уравнения прямой, проходящей че-

рез точку М перпендикулярно данной плоскости. 
 

вариант координаты точки M  уравнение плоскости 

1 (2; 5; 3) 053  zyx  

2 (–3; 6; 4) 01652  zyx  

3 (7; –5; 0) 013  zyx  

4 (–1; 2; –2) 01354  zyx  

5 (5; 3; –1) 094  zyx  

6 (–3; –1; 7) 01523  zyx  

7 (1; –5; –2) 017426  zyx  

8 (1; –5; 7) 0322  zyx  

9 (3; –3; 1) 0435  zyx  

10 (0; 5; –9) 022  zyx  

 

Задание 7. 

Найти точку пересечения прямой и плоскости и изобразить 

ее в пространстве. 
вариант уравнения прямой уравнение плоскости 

1 
3

5

1

3

6

1 





 zyx
 03523  zyx  

2 
2

1

4

5

1

1 







 zyx
 02473  zyx  

3 
2

1

1

3

3

7









 zyx
 0372  zyx  

4 
11

15

3

2

0

3 







 zyx
 032975  zyx  

5 
0

2

1

3

1

5 







 zyx
 01253  zyx  

6 
5

1

4

3

3

1 







 zyx
 02052  zyx  

7 
2

2

0

3

1

1









 zyx
 07273  zyx  

8 
2

3

01

1 


 zyx
 042  zyx  

9 
1

4

1

1

1

2











 zyx
 02332  zyx  

10 
2

3

1

1

1

2 







 zyx
 022  zyx  
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ЗАДАНИЯ К ТИПОВОМУ РАСЧЕТУ 
 

Задание 1. 

Найти: 

1) координаты векторов AB и MN в указанных базисах; 

2) скалярное произведение AB и MN;  

3) угол между AB и MN; 

4) направляющие косинусы векторов AB и MN; 

5) единичные векторы, коллинеарные векторам AB и MN; 

6) найти работу, которую проделает тело, перемещаясь из 

начала в конец вектора АВ, если на него действует сила F = MN;  

7) сравнить координаты единичных векторов, найденных в 

п. 5 с направляющими косинусами, найденными в п. 4. Сделать 

выводы. 
 

В
а

р
и
а

н
т 

А) базис i, j b) базис i, j, k 

1 

   

2 

  

3 

 

 

 

N 

M i j 
i 

B 

A 

k 

B 

N 

M 

A 

i B 

j 

B 

j 

i A 

M 

N 

k 

N 

M 

A 

j 

A B 
M j 

i N 
N B 

A 
j 

i 

M 

i 
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7 
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i N M 
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Задание 2. 

Построить параллелограмм на векторах OA  и OB , определить 

диагонали параллелограмма OC  и AB , найти их длины, угол ме-

жду ними, вычислить площадь параллелограмма: 
 

Вариант Координаты вектора АО  Координаты вектора OB  

1 (3; 0; 3) (0; 2; 1) 

2 (0; 1; 2) (2; 0; 5) 

3 (3; 0; 2) (2; –4; 0) 

4 (1; 1; 0) (–2; 0; 4) 

5 (–5; 4; 0) (3; 0; 2) 

6 (0; 1; 3) (1; 0; –5) 

7 (2; 0; –2) (5; 3; 0) 

8 (1; 4; 0) (–2; 0; 3) 

9 (–1; 0; –2) (1; 1; 0) 

10 (2; 2; 0) (0; 5; –3) 

11 (1; –2; 0) (0; –1; 2) 

12 (1; –3; 0) (0; 3; 4) 

13 (–1; –2; 0) (2; 0; 3) 

14 (0; 1; 4) (–3; 0; 2) 

15 (0; 5; 4) (0; –2; 3) 

16 (0; 2; 1) (3; 0; 3) 

17 (2; 0; 5) (0; 1; 2) 

18 (2; –4; 0) (3; 0; 2) 

19 (–2; 0; 4) (1; 1; 0) 

20 (3; 0; 2) (–5; 4; 0) 
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21 (1; 0; –5) (0; 1; 3) 

22 (5; 3; 0) (2; 0; –2) 

23 (–2; 0; 3) (1; 4; 0) 

24 (1; 1; 0) (–1; 0; –2) 

25 (0; 5; –3) (2; 2; 0) 

 

Задание 3. 

Даны координаты вершин ∆ АВС, найти: 

1) уравнения сторон данного треугольника; 

2) длины сторон; 

3) координаты центра и радиус описанной около треуголь-

ника окружности; 

4) угол при вершине А; 

5) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А на 

сторону ВС; 

6) уравнение медианы, проведенной из точки С; 

7) уравнение прямой, проведенной через точку В парал-

лельно стороне АС; 

8) найти центр тяжести ∆ АВС. 

 

Вариант 
Координаты  

точки А 

Координаты 

 точки  В 

Координаты точки 

С 

1 (2; 1) (7; 1) (2; 5) 

2 (1; 1) (6; 1) (5; 4) 

3 (6; 0) (2; 3) (0; 0) 

4 (1; 0) (4; 3) (10; 0) 

5 (5; 3) (5; –1) (1; –2) 

6 (–5; –1) (–3; –3) (–8; –4) 

7 (–3; 2) (1; –2) (–3; –1) 

8 (3; 0) (–1; –3) (–2; 0) 
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9 (–2; 1) (2; 1) (1; –3) 

10 (–2; 1) (2; 1) (1; –2) 

11 (3; 2) (3; –1) (–2; 2) 

12 (0; 3) (3; –2) (–1; –1) 

13 (–2; –1) (2; –1) (0; 2) 

14 (–1; 2) (–1; 5) (3; 1) 

15 (–3; 4) (2; 4) (2; 1) 

16 (–1; 5) (2; 1) (–1; 1) 

17 (–1; 2) (3; –2) (–1; –1) 

18 (–3; 1) (1; –3) (–3; 5) 

19 (–2; 0) (1; –3) (–2; –3) 

20 (–2; –1) (2; –1) (2; 3) 

21 (–2; 2) (1; 6) (1; 1) 

22 (1; –1) (–2; 3) (–3; 1) 

23 (2; –4) (5; 0) (–1; 2) 

24 (2; 0) (–1; 4) (3; 2) 

25 (5; –1) (2; 3) (–3; –2) 

 

Задание 4. 

Даны координаты вершин пирамиды 4321 AAAA . 

Найти: 

1) длину ребер 21AA  и 41АА ; 

2) угол между ребрами 21AA  и 41АА ; 

3) площадь грани 421 AAA ; 

4) объем пирамиды; 

5) уравнение прямой 21AA ; 

6) уравнение плоскости 421 AAA ; 
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7) уравнение и длину высоты, опущенной из А3 на грань

421 AAA  

 

Вариант 
Координаты   

1A  

Координаты 

 2A  

Координаты  

3А  

Координаты  

4A  

1 (0; 0; 2) (3; 0; 5) (1; 1; 0) (4; 1; 2) 

2 (2; –1; 2) (1; –1; 6) (0; 0; 2) (4; 1; 2) 

3 (2; 0; 3) (1; 0; 7) (0; 1; 3) (2; 2; 5) 

4 (–1; 0; 2) (–2; 0; 6) (–3; 1; 2) (–1; 2; 4) 

5 (2; 3; 2) (1; 3; 6) (0; 4; 2) (2; 5; 4) 

6 (0; 2; –1) (–1; 2; 3) (–2; 3; –1) (0; 1; 4) 

7 (3; 0; 2) (2; 0; 6) (1; 1; 2) (3; 2; 4) 

8 (0; –1; 2) (–1; –1; 6) (–2; 0; 2) (0; 1; 4) 

9 (2; 2; 3) (1; 2; 7) (0; 3; 3) (2; 4; 5) 

10 (–1; 2; 0) (–2; 2; 4) (–3; 3; 0) (–1; 4; 4) 

11 (4; 2; 5) (0; 7; 2) (0; 2; 7) (1; 5; 0) 

12 (4; 4; 10) (4; 10; 2) (2; 8; 4) (9; 6; 9) 

13 (4; 6; 5) (6; 9; 4) (2; 10; 10) (7; 5; 9) 

14 (3; 5; 4) (8; 7; 4) (5; 10; 4) (4; 7; 8) 

15 (10; 6; 6) (–2; 8; 2) (6; 8; 9) (7; 10; 3) 

16 (0; 0; 2) (3; 0; 5) (1; 1; 0) (4; 1; 2) 

17 (2; –1; 2) (1; –1; 6) (0; 0; 2) (4; 1; 2) 

18 (2; 0; 3) (1; 0; 7) (0; 1; 3) (2; 2; 5) 

19 (–1; 0; 2) (–2; 0; 6) (–3; 1; 2) (–1; 2; 4) 

20 (2; 3; 2) (1; 3; 6) (0; 4; 2) (2; 5; 4) 

21 (0; 2; –1) (–1; 2; 3) (–2; 3; –1) (0; 1; 4) 

22 (3; 0; 2) (2; 0; 6) (1; 1; 2) (3; 2; 4) 

23 (0; –1; 2) (–1; –1; 6) (–2; 0; 2) (0; 1; 4) 

24 (2; 2; 3) (1; 2; 7) (0; 3; 3) (2; 4; 5) 

25 (–1; 2; 0) (–2; 2; 4) (–3; 3; 0) (–1; 4; 4) 
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Задание 5. 

Привести к каноническому виду уравнения кривых и по-

строить. 
 

Вариант Уравнение первой кривой Уравнение второй кривой 

1 030106 22  yyxx  01126 2  yxx  

2 01642022  xxy  07123 2  yyx  

3 0241106 22  yyxx  070102  yx  

4 02384189 22  yyxx  0242 2  yyx  

5 0568110 22  yxx  0342 2  yxx  

6 052142 22  yyxx  0191462  xyy  

7 0484 22  yxx  0982 2  yxx  

8 07842 22  yyxx  0552142  yxx  

9 088210 22  yyxx  01222  yxx  

10 0251010 22  yyxx  0263 2  yyx  

11 0251010 22  yyxx  01482  yxx  

12 03624 22  yyxx  0342 2  xyy  

13 0641286416 22  yyxx  022102  yyx  

14 0641286416 22  yyxx  0232102  yxx  

15 01144 22  yyxx  xyy  70102
 

16 03122  yxx  05924 22  yyxx  

17 06124 22  yyxx  0363 22  yyx  

18 09524 22  yyxx  04242  xyy  

19 039524 22  yyxx  03222  yxx  

20 039822 22  yyxx  011122 2  yxx  

21 143  xy  01615464916 22  yxyx  
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22 534  yx  03673290169 22  yxyx  

23 yx 262   01242505 22  yyxx  

24 2135  xy   

25 yx  4  09942 22  yxx  

 

Задание 6. 

Даны уравнения двух окружностей. Найти уравнение пря-

мой, проходящей через центры этих окружностей: 
  

Вариант Уравнение первой окружности Уравнение второй окружности 

1 0142 22  yyxx  057614 22  yyxx  

2 0331422  yyx  020410 22  yyxx  

3 01526 22  yyxx  06620 22  yyxx  

4 0964 22  yyxx  01142 22  yyxx  

5 039412 22  yyxx  01328 22  yyxx  

6 02662 22  yyxx  0448 22  yyxx  

7 09106 22  yyxx  0651410 22  yyxx  

8 033122 22  yyxx  0346 22  yyxx  

9 07252 22  yyxx  05114 22  yxx  

10 019126 22  yyxx  03664 22  yyxx  

11 0251010 22  yyxx  080222  yyx  

12 01141814 22  yyxx  016622  yyx  

13 033610 22  yyxx  0444 22  yyxx  

14 0601214 22  yyxx  013410 22  yyxx  

15 06428 22  yyxx  035162 22  yyxx  

  

01991864916 22  yxyx
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ВОПРОСЫ  ДЛЯ  САМОПРОВЕРКИ  
И  ПОДГОТОВКИ  К  ЭКЗАМЕНУ 

 

1. Скалярные и векторные величины. Понятие вектора, кол-

линеарности и равенства векторов. 

2. Линейные операции над векторами, их свойства. 

3. Базис на плоскости и в пространстве. Разложение вектора 

по базису {i, j, k}. 

4. Декартова система координат. Координаты точки, связь 

между координатами точки и координатами вектора. 

5. Линейные операции над векторами в координатах. 

6. Скалярное произведение векторов и его свойства. 

7. Скалярное произведение в координатах. 

8. Угол между двумя векторами, его вычисление. 

9. Проекция вектора на оси координат, направляющие ко-

синусы. 

10. Скалярный квадрат, определение длины вектора. 

11. Понятие орта вектора. 

12. Векторное произведение векторов и его свойства. 

13. Нахождение векторного произведения векторов, задан-

ных разложением по базису {i, j, k}. 

14. Применение векторного произведения для вычисления 

площади параллелограмма и треугольника. 

15. Уравнение  линии на плоскости и в пространстве. 

16. Уравнение прямой на плоскости. 

17. Способы задания уравнения прямой. 

18. Угол между прямыми. Условие параллельности и пер-

пендикулярности двух прямых на плоскости. 

19. Представление плоскости в виде линейного уравнения с 

тремя неизвестными. 

20. Прямая в пространстве. 

21. Кривые второго порядка, их канонические уравнения. 

Геометрические свойства кривых второго порядка. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В пособии автором были рассмотрены основные вопросы 

векторной алгебры и аналитической геометрии, необходимые 

для успешного усвоения курса высшей математики. 

Самостоятельная форма работы студентов над учебным ма-

териалом предполагает изучение учебников, решение задач, вы-

полнение индивидуальных заданий. Задачи контрольной работы 

и вопросы для самопроверки необходимы, чтобы помощь сту-

денту в работе. Ответы на вопросы и проверка этих работ пока-

зывают степень усвоения пройденного материала и выявляют 

пробелы в знаниях. 
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